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مختلف محیطهای در پارهخط ضعیف دید قابلیت

چکیده

کامپیوتری گرافیک و محاسباتی هندسهی در متعددی کاربردهای ناظر یک دید قابل فضای یا منظره تعیین

مختلفی گونههای دارای مسئله این دارد. کامپیوتری بازیهای و نگهبان مجموعهی نورپردازی، جمله از

در ط�ب�ی�ع�ی ش�ک�ل ب�ه دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�س�ائ�ل م�یش�ون�د. ط�ب�ق�هب�ن�دی ه�دف ف�ض�ای و ن�اظ�ر ن�وع ب�راس�اس ک�ه اس�ت

قابلیت مسائل راهحل همچنین میشود. دیده میشوند، استفاده هندسی الگوریتمهای و ابزارها که زمینههایی

م�س�ائ�ل ی�ا م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن ی�اف�ت�ن ه�م�چ�ون ه�ن�دس�ی، م�س�ائ�ل س�ای�ر راهح�ل در س�ازن�ده ع�ن�اص�ر ع�ن�وان ب�ه دی�د

میگیرد. قرار استفاده مورد مسیریابی

پرداختهایم بدانها که مسائلی میپردازیم. پارهخط ضعیف دید قابلیت بررسی به ما پایاننامه، این در

چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای درون پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل�ی�ت س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای درون پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل�ی�ت از: ع�ب�ارت�ن�د

حرکت. حال در پارهخط یک دید قابلیت نگهداری و خط، پاره دید قابل چندضلعی اندازهی تعیین حفرهدار،

ان�دازهی پ�ارهخ�ط، دی�د ق�اب�ل�ی�ت دی�د، ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی دی�د، ق�اب�ل�ی�ت م�ح�اس�ب�ات�ی، ه�ن�دس�هی ک�ل�ی�دی: واژهه�ای

دید قابلیت
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۱ فصلِ

مقدمه

و ک�ام�پ�ی�وت�ری گ�راف�ی�ک م�ان�ن�د ک�ام�پ�ی�وت�ر، ب�ا م�رت�ب�ط م�خ�ت�ل�ف زم�ی�ن�هه�ای در گ�س�ت�رده ط�ور ب�ه ک�ه م�س�ائ�ل�ی از ی�ک�ی

را ی�کدی�گ�ر ش�یء دو اس�ت. ه�م ب�ه ن�س�ب�ت م�خ�ت�ل�ف اش�ی�اء دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�یگ�ردد، م�ط�رح روب�اته�ا م�س�ی�ری�اب�ی

وصل هم به را شیء دو که طوری به باشد داشته وجود خطی اگر هستند، دید قابل هم به نسبت و میبینند

نسبت نور منبع دید قابلیت بدانیم، نور منبع را اشیاء از یکی اگر نکند. برخورد مانعی به راه میان در و کند

نبودن دید قابل با معادل گرفتن قرار سایه در و است شیء آن به روشنایی رسیدن معنی به دیگر شیء یک به

میگیرد قرار بررسی مورد محاسباتی هندسهی در بیشتر که دید قابلیت مسئلهی بین تناظر این بود. خواهد

مسئلهی مستقیم کاربرد ایجاد باعث میگردد، مطرح کامپیوتری گرافیک در که سایهها محاسبهی مسئلهی و

م�ف�ه�وم خ�ود ه�م�چ�ن�ی�ن م�یش�ود. ک�ام�پ�ی�وت�ر در م�ج�ازی ف�ض�اه�ای ت�رس�ی�م و ک�ام�پ�ی�وت�ری گ�راف�ی�ک در دی�د ق�اب�ل�ی�ت

رساله، این در میگردد. استفاده دور راه ارتباط و معماری روباتیک، مانند مهمی کاربردهای در دید قابلیت

مینماییم. ارائه نمودهایم کسب تحقیقات مدت در دید قابلیت زمینهی در که را نتایجی

پژوهش انگیزهی ۱−۱

کامپیوتر علوم در قدیمی مسائل از یکی دلخواه، فضای یک در واقع ناظر یک از دید قابل ناحیهی تعیین

نقطهای، ناظر یک برای مساله، این در دارد. سازی متحرک و گرافیک جمله از متعددی کاربردهای که است

میشوند. روشن نقطه آن در نور منبع یک دادن قرار با که است نظر مورد فضای از نقاطی تمام یافتن هدف

کنندهی متصل پارهخط که هستند دید قابل هم به نسبت درصورتی چندضلعی یک درون نقطه دو

یک درون q نقطه یک دید قابل چندضلعی شکل، همین به باشد. داشته قرار چندضلعی درون کاملا دو آن

ب�ر ف�راوان�ی م�ط�ال�ع�ات ه�س�ت�ن�د. دی�د ق�اب�ل q از ک�ه P ن�ق�اط م�ج�م�وع�ه از اس�ت ع�ب�ارت ،V (q) ی�ا ،P چ�ن�دض�ل�ع�ی

ساده چندضلعی یک در است. شده انجام ساده چندضلعی یک درون دید قابل چندضلعی محاسبهی روی

.[۱۸] آورد دست به O(n) زمان در میتوان را V (q) رأس، n با

O(n) زمان به آن اجرای برای و نیست خروجی به حساس ولی است، بهینه الگوریتم این هرچند

و O(n۳ log n) زمان در ساده چندضلعی پیشپردازش با که دادند نشان [۶] دیگران و Bose است. احتیاج

۱
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محاسبه O(log n + |V (q)|) خروجی به حساس زمان در میتوان را دید قابل چندضلعی ،O(n۳) حافظه

زم��ان��ی پ��ی��شپ��ردازش ب��ا ک��ه ب��هگ��ون��های ی��اف��ت، گ��س��ت��رش [۲] دی��گ��ران و Aronov ت��وس��ط ن��ت��ی��ج��ه ای��ن ک��رد.

است. محاسبه قابل O(log۲ n+ |V (q)|) زمان در نقطه دید قابل چندضلعی ،O(n۲) حافظه و O(n۲ log n)

ارائه مختلفی الگوریتمهای نظر، مورد محیط نیز و ناظر نوع برحسب مسئله این دیگر گونههای برای

نسبت پارهخط یک دید قابلیت است. پارهخط یک دید قابلیت گونهها، این معروفترین از یکی است. شده

پارهخط به نسبت a نقطهی میگردد. تعریف ضعیف دید قابلیت و قوی دید قابلیت صورت به نقطه یک به

از ن�ق�ط�ه ی�ک ح�داق�ل اگ�ر اس�ت ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل و ب�ب�ی�ن�د، را pq ن�ق�اط ه�م�هی a اگ�ر اس�ت ق�وی دی�د ق�اب�ل pq

ببیند. را pq پارهخط

آمده دست به نتیجههای ۲−۱

قابلیت شامل مسائل این است. مختلف محیطهای در پارهخط دید قابلیت مسئلهی بررسی رساله، این هدف

همچنین میباشد. چندضلعی این اندازهی محاسبهی و حفرهدار، و ساده چندضلعیهای درون پارهخط دید

همراه به نتایج این زیر در است. گرفته قرار بررسی مورد متحرک خط پاره دید قابلیت نگهداری مسئلهی

میشوند. عنوان مختصری توضیحات

ساده چندضلعیهای در ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی ۱−۲−۱

س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای درون پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی م�س�ئ�ل�هی ب�ررس�ی ب�ه اول وه�ل�هی در

زم�ان در را راس n ب�ا P چ�ن�دض�ل�ع�ی ش�ده، ارائ�ه ال�گ�وری�ت�م در م�یپ�ردازی�م. خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس ش�ک�ل ب�ه

درون جستجو پارهخط یک ورود با سپس میکنیم. پیشپردازش O(n۳) فضای صرف با و O(n۳ log n)

|WVP(pq)| که میکنیم، گزارش O(log n+ |WVP(pq)|) زمان در را آن ضعیف دید قابل چندضلعی ،P
هزینهی با مسئله این برای آن از پیش که الگوریتمی بهترین میباشد. ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی

پاسخ و [۶] است شده ارائه دیگران و Bose توسط که است الگوریتمی داشت، وجود یکسان پیشپردازش

جدول به مشابه کارهای با نتیجه این مقایسهی برای میدهد. دست به O(|WVP(pq)| log n) زمان در را

کنید. مراجعه ۱−۱

Canadian Conference on Computational Geometry کنفرانس در نتیجه این اولیهی صورت

در ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی الگوریتم همراه به الگوریتم این همچنین است. شده ارائه 2011

چاپ International Journal of Computational Mathematics مجلهی در حفرهدار چندضلعیهای

است. شده
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پرسوجو زمان حافظه پیشپردازش زمان کنندگان ارائه

O(k log n) O(n۳) O(n۳ log n) (۲۰۰۰) همکاران و Bose

O(k log۲ n) O(n۲) O(n۲ log n) (۲۰۰۲) همکاران و Aronov

O(k + log n) O(n۳) O(n۳ log n) (۳ (فصل ما اول الگوریتم

O(κ log۲(nκ ) + k) O(n۲) O(n۲ log n) (۴ (فصل ما دوم الگوریتم

برابر n ساده. چندضلعی درون پارهخط ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی الگوریتمهای :۱−۱ جدولِ

است. k برابر حداکثر و خروجی به وابسته مقداری κ و خروجی، اندازهی k ساده، چندضلعی اندازهی با

پرسوجو زمان حافظه پیشپردازش زمان کنندگان ارائه

O(n۲ log n+ k) − − (۱۹۸۶) O’Rourke و Suri

O(nh′ log n+ k) O(n۲) O(n۲ log n) (۵ (فصل ما الگوریتم

n حفرهدار. چندضلعی درون پارهخط ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی الگوریتمهای :۲−۱ جدولِ

ان�دازهی k = O(n۲h۲) و دی�د، ق�اب�ل ح�ف�رهه�ای ت�ع�داد h′ ح�ف�رهه�ا، ت�ع�داد h ح�ف�رهدار، چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی

میباشد. خروجی

در ض���ع���ی���ف دی���د ق���اب���ل چ���ن���دض���ل���ع���ی م���ح���اس���ب���هی ب���رای دوم ال���گ���وری���ت���م ۲−۲−۱

ساده چندضلعیهای

ب�ه پ�ی�شپ�ردازش زم�ان ک�اه�ش ای�ن پ�رداخ�ت�ی�م. ق�ب�ل ال�گ�وری�ت�م پ�ی�شپ�ردازش زم�ان ک�اه�ش ب�ه دوم، ال�گ�وری�ت�م در

و O(n۲ log n) زمان در پیشپردازش هزینهی با دقیقتر، طور به است. شده منجر پرسوجو زمان افزایش

O(κ log۲(nκ )+ |WVP(pq)|) زمان در را ضعیف دید قابل چندضلعی که بود خواهیم قادر ،O(n۲) حافظهی

از ک�م�ت�ر و ورودی پ�ارهخ�ط ب�ه واب�س�ت�ه ع�ددی κ و خ�روج�ی ان�دازهی |WVP(pq)| آن در ک�ه ک�ن�ی�م، گ�زارش

دیگران و Aronov به متعلق پیشپردازش هزینهی این با موجود الگوریتم بهترین میباشد. |WVP(pq)|
ب�ا ن�ت�ی�ج�ه ای�ن م�ق�ای�س�هی ب�رای م�یده�د. دس�ت ب�ه O(|WVP(pq)| log۲ n) زم�ان در را ج�واب ک�ه اس�ت [۲]

کنید. مراجعه ۱−۱ جدول به مشابه کارهای

حفرهدار چندضلعیهای در ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی ۳−۲−۱

پ�ی�شپ�ردازش ب�ه اس�ت، س�اده چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای در آم�ده دس�ت ب�ه ن�ت�ای�ج گ�س�ت�رش واق�ع در ک�ه ک�ار ای�ن در

الگوریتم میپردازیم. ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی مسئلهی به پاسخ برای حفرهدار چندضلعی

در که میدهد دست به O(n۲ log n + k′) زمان در را پاسخ ،[۴۲] دارد وجود مسئله این برای که بهینهای

شده داده توسعه الگوریتم راس، n کل تعداد و حفره h با حفرهدار چندضلعی یک برای .k′ = O(n۴) آن

WVP(pq) پرسوجو، زمان در است. O(n۲) حافظهی و O(n۲ log n) پیشپردازش زمان دارای ما توسط

حداکثر و خروجی به حساس مقداری h′ جا این در آورد. دست به O(nh′ log n+ k) زمان در میتوان را
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پرسوجو زمان حافظه پیشپردازش زمان

O(n) O(n) − ابتدایی

O(log n) O(n۶) O(n۷) دقیق

O(log۵ n) O(n۴+ε) O(n۴+ε) دقیق

O(n۱/۲+ε) O(n۳) O(n۳+ε) دقیق

O(n۱/۲+ε) O(n۲) O(n۲) تقریبی

اول ب�خ�ش ض�ع�ی�ف. دی�د ق�اب�ل�ی�ت ش�م�ارش م�س�ئ�ل�هی در آم�ده دس�ت ب�ه ن�ت�ای�ج از خ�لاص�های :۳−۱ ج�دولِ

میکند. بیان را تقریبی الگوریتم نتیجهی دوم بخش و میدهد نشان را آمده دست به دقیق الگوریتمهای

این داریم اطلاع ما که جایی تا میباشد. خروجی چندضلعی اندازه k = O(n۲h۲) و است، ۱+ min(h, k)

مشابه کارهای با نتیجه این مقایسهی برای میباشد. مسئله این برای شده ارائه پرسوجوی الگوریتم بهترین

کنید. مراجعه ۲−۱ جدول به

ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی ۴−۲−۱

میپردازیم. ساده چندضلعی یک درون خط پاره یک دید قابل چندضلعی اندازهی محاسبهی به مسئله این در

و O(n) زم�ان در ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ال�گ�وری�ت�مه�ای از اس�ت�ف�اده ب�ا م�یت�وان را ک�ار ای�ن

الگوریتم یک و دقیق الگوریتم چند زیرخطی زمان در مسئله این حل برای داد. انجام آن اندازهی محسابهی

کرد. مشاهده ۳−۱ جدول در میتوان را آمده دست به الگوریتمهای این کردهایم. ارائه تقریبی

متحرک پارهخط دید قابلیت ۵−۲−۱

ص�ف�ح�های در پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل�ی�ت پ�رداخ�ت�های�م، آن ب�ه پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل�ی�ت درب�ارهی ک�ه م�س�ئ�ل�های آخ�ری�ن

ال�گ�وری�ت�م�ی ک�ار، ای�ن در ب�اش�ن�د. م�ح�دب�ی ش�یء ه�ر ی�ا و پ�ارهخ�ط م�یت�وان�ن�د اش�ی�اء ای�ن ک�ه اس�ت ش�یء n ش�ام�ل

با که میدهیم نشان سپس و میکنیم ارائه نقطه دید قابلیت اساس بر پارهخط دید قابلیت محاسبهی برای

دیگر از دید قابلیت نگهداری و رخدادها این پردازش میافتند. اتفاق رخدادهایی چه پارهخط، کردن حرکت

پرداختهایم. آن به که است کارهایی

O(m+n log n) پیشپردازش با را پارهخط دید قابلیت که میکنیم ارائه الگوریتمی ایستا، حالت در

m = O(n۲) صحنه، در حاضر اشیاء تعداد n که میدهد، بهدست O((n+k) log n) پرسوجوی زمان در و

پویا، حالت در میباشد. پارهخط روی بر دید قابلیت تغییرات تعداد k و اشیاء، دید قابلیت گراف اندازهی

ساختار تقاطع، و گذر رخدادهای چگونه که دادهایم نشان میکند، حرکت صفحه در ناظر که زمانی یعنی

دادهایم. توضیح را آنها پردازش و رخدادها این تشخیص نحوهی و میدهند تغییر را پارهخط دید قابلیت

میباشد. امکانپذیر O(log n) زمان در رخدادها این از کدام هر پردازش
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International Conference و EuroCG’09 کنفرانسهای در مطالعات این از آمده دست به نتایج

شدهاند. ارائه on Computational Science and Applications 2009

قطبی نمودار ۶−۲−۱

قطبی نمودار زمینهی در دیگری پژوهش میباشند، پارهخط پدیداری زمینهی در که بالا مطالعات بر علاوه

به که است، گردیده ارائه CSICC’08 کنفرانس و CCCG’08 کنفرانس در که است گرفته صورت جنبشی

است. شده خودداری گزارش این در آن آوردن از مطالعات، سایر از پژوهش این موضوع بودن جدا علت

رساله طرح ۳−۱

ه�م�چ�ن�ی�ن و دی�د ق�اب�ل�ی�ت زم�ی�ن�ه در ن�ی�از م�ورد اص�ل�ی ت�ع�اری�ف و م�ف�اه�ی�م ۲ ف�ص�ل در اب�ت�دا رس�ال�ه، ادام�ه در

در میشوند. داده توضیح اختصار به گرفتهاند، قرار استفاده مورد شده حل مسائل در که دادهساختارهایی

دس�ت ب�ه اول ال�گ�وری�ت�م و م�یپ�ردازی�م س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی درون پ�ارهخ�ط ی�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�س�ئ�ل�هی ب�ه ۳ ف�ص�ل

زمان افرایش با که دوم الگوریتم و میکنیم بررسی را مسئله همین دوباره ۴ فصل در میکنیم. ارائه را آمده

قابلیت مسئلهی ۵ فصل در ادامه در میکنیم. بیان یافتهایم، دست پیشپردازش زمان کاهش به پرسوجو،

آن برای خروجی به حساس الگوریتمی بیان به و کرده مطرح حفرهدار چندضلعیهای در را پارهخط دید

چندضلعیهای درون پارهخط دید قابل چندضلعی اندازه آوردن دست به مسئلهی ۶ فصل در میپردازیم.

ب�ی�ان م�س�ئ�ل�ه ای�ن ب�رای ت�ق�ری�ب�ی ال�گ�وری�ت�م ی�ک و دق�ی�ق ال�گ�وری�ت�م چ�ن�د ف�ص�ل ای�ن در م�یک�ن�ی�م. م�ط�رح را س�اده

میدهیم نشان میپردازیم. شیء تعدادی بین در متحرک پارهخط دید قابلیت مسئلهی به ۷ فصل در میکنیم.

۸ فصل در نهایت، در کنیم. نگهداری بهینه شکلی به را پارهخط دید قابلیت پارهخط، حرکت با چگونه که

میکنیم. اشاره پرداخت خواهیم آنها به ادامه در که آتی کارهای به
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تعاریف و مفاهیم

صفحه نقاط تمام شامل است، شده مشخص vn. . . ،v۲ ،v۱ رئوس با که صفحه یک در P چندضلعی یک

نیز و vivi+۱ پارهخطهای زنجیره شامل P چندضلعی مرز شدهاند. محدود چندضلعی مرز توسط که است

را همدیگر انتهایی نقاط در فقط چندضلعی مرز پارهخطهای هرگاه است ساده P چندضلعی است. vnv۱
را P چندضلعی رئوس vi نقاط باشند. نداشته همپوشانی vi نقاط مجموعه از نقطهای دو هیچ و کنند قطع

و باشد ساده چندضلعی یک آن بیرونی مرز هرگاه میشود نامیده حفرهدار P چندضلعی میدهند. تشکیل

بیرونی چندضلعی داخل از ندارند تقاطع بیرونی مرز با و هم با که ساده چندضلعی تعدادی آن بر علاوه

۱−۲ شکل در میکند. ایجاد بیرونی چندضلعی در حفره یک چندضلعیها این از کدام هر باشند. شده کنده

است. شده داده نشان حفرهدار چندضلعی یک و ساده چندضلعی یک

و ب�ی�رون�ی س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ب�ا ح�ف�رهدار چ�ن�دض�ل�ع�ی ه�ر و آن رئ�وس دن�ب�ال�ه ب�ا P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ه�ر

م�رز رئ�وس ت�ع�داد ب�ا ب�راب�ر چ�ن�دض�ل�ع�ی ه�ر رئ�وس ت�ع�داد م�یش�ود. م�ش�خ�ص آن داخ�ل�ی س�اده چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای

را چندضلعی اضلاع نیز مجاور رئوس کننده متصل پارهخطهای است. آن داخلی حفرههای نیز و بیرونی

میدهند. تشکیل
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حفرهدار. چندضلعی در دید قابلیت (B ساده، چندضلعی در دید قابلیت (A :۲−۲ شکلِ

دید قابلیت ۱−۲

متصل پارهخط هرگاه هستند، دید قابل یکدیگر از یا میبینند را همدیگر چندضلعی یک داخل در نقطه دو

عبور آن حفرههای درون از یا چندضلعی بیرون از و بگیرد قرار چندضلعی درون کامل بهطور آنها کننده

همدیگر از k و j نیز و k و i نقاط حالیکه در هستند دید قابل همدیگر از j و i نقاط ۲−۲ شکل در نکند.

نمیباشند. دید قابل

قابل چندضلعی هستند، دید قابل P چندضلعی درون در واقع q نقطهی از که نقاطی تمام مجموعهی

چندضلعیهای برای نقطه یک از دید قابل چندضلعی میشود. داده نشان V (q) با و میشود نامیده q دید

است. شده داده نشان ۳−۲ شکل از A قسمت در حفرهدار و ساده

تعریف دید قابل چندضلعی نوع دو دارد قرار P چندضلعی درون کامل بهطور که پارهخط یک برای

یک حداقل از که است P از نقاطی تمام شامل P از ij خط پاره برای ضعیف دید قابل چندضلعی میشود:

است. شده داده نشان ۳−۲ شکل از B قسمت در دید قابلیت از نوع این باشند. دید قابل پارهخط این نقطهی

که است P از نقاطی تمام شامل میشود نامیده قوی دید قابلیت که ij خط پاره برای دید قابلیت دیگر نوع

ن�ش�ان دی�د ق�اب�ل�ی�ت از ن�وع ای�ن ۳−۲ ش�ک�ل از C ق�س�م�ت در ب�اش�ن�د. دی�د ق�اب�ل پ�ارهخ�ط ای�ن ن�ق�اط از ک�دام ه�ر از

است. تعریف قابل مشابه بهصورت نیز P داخل چندضلعی یک برای دید قابلیت است. شده داده

P درون چندضلعیهای یا پارهخط برای دید قابل چندضلعی محاسبه به مربوط الگوریتمهای اکثر

چندضلعیهای در قوی دید قابلیت مثال عنوان به میباشند. نقطهای دید قابل چندضلعی محاسبه بر مبتنی

دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ح�اس�ب�ه ب�رای م�یآی�د. ب�دس�ت پ�ارهخ�ط س�ر دو ن�ق�اط دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای اش�ت�راک از س�اده

در نقطهای دید قابل چندضلعی توسعهی و دیگر انتهای به پارهخط انتهای یک از کردن حرکت با نیز ضعیف

میآید. بدست مسیر طول

داشتن آن، علاوهبر کرد. مشخص دقیق بهطور آنرا میتوان V (q) رئوس داشتن با که است بدیهی

برای است. کافی V (q) دقیق کردن مشخص برای میشوند، دیده q توسط که P از یالهایی یا رئوس دنباله

موارد برخی در است ممکن که V (q) و میشوند پیمایش مزبور دنباله با تناظر در P رئوس دنباله اینکار

محاسبه هنگام در جهت همین به میگردد. مشخص دقیق بهطور باشد P از ضلع یک از بخشی شامل فقط

ب�هط�ور ک�ه ی�اله�ای�ی ی�ا رئ�وس دن�ب�ال�ه ت�ع�ی�ی�ن ف�ق�ط و ن�داری�م V (q) ب�ودن دق�ی�ق ب�ر اص�راری آن ن�م�ای�ش ی�ا V (q)

است. نظر مورد هستند دید قابل q از آنها از بخشهایی یا کامل



۸ تعاریف و مفاهیم .۲ فصلِ

> ������� � �	�
� ���� �� ��� ������ �� ���

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

��� ,� ��� !"�# ������� p� q����%�& � ���� ���������� �� ��� !"�# ������� q'J� !W;
��� () ���* ,� �<# ��� !"�# ������� p� U�� ()���* ,� �
�� ��� !"�# ������� p� U

���������� �� ()���* ��%" ��� !"�# ������� �?��B �" ]<"% ���	0��<=7� ��4�
�� �<# ��� 8
�"�# r�O C�<�S �" ���;�"� ����� ��� !"�# ������� �?��B %" ��0? � C���
��%" ���D� 8��" ()���* %� �� ]�� ��� !"�# ���������� Y�%0;� ,� ���� ����������
����<� � %=�� ��90 � �" ()���* ��90 � +� ,� C�%G 8G%& �" .
 �
�� ��� 8
�"�# �?��B

���D� 8��" %
F r<A �� ����� ��� !"�# �������
�� ����� ��� 8
�"�# ��?��B U�B�e �� ������ !E�F !& �� ��
�G �7�F K��%"��"

��<;� �0)��%* CD �" !b5 K�� �� �G 8�� � ��

UCD%"��oS ��%G mX1 @
#� �<�" ��CD C�<�� � �� d<E� K0;�� �" �G 8�� �9��"
�5�G � �� @
#� C�%G mX1 ��%" � <;� ����  (�<� �G � ,� ���97�� �� d<E� �7�? � K0;��
8�� KW4 �G � �� � � <;� a��4
* �<". �7�? � �" %L��� �� � d<E� �7�? � ��GK�� ��%" �8��
K
4� �" ���%2� mX1 @
#� �<�" �;�" � ,� 3�� +� ,� �1X" !�; (�5 ���< �)%" ��
�7�? � K

�� (�5 � 	���� � �� C�<" @
#� %" ���%e� CD a��4 �� � �� �?��B V�=�� �� 89H

�8�� %[ ��< ��0F� ��� !"�#  ,� �9 D ,� ����aX" �� !�G �<�" �G ����r�� �� d<E�

(B ،q نقطه از دید قابل چندضلعی (A حفرهدار: و ساده چندضلعیهای در دید قابل چندضلعی :۳−۲ شکلِ

.ij خط پاره از قوی دید قابل چندضلعی (C ،ij پارهخط از ضعیف دید قابل چندضلعی
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است. چندضلعی از بحرانی پارهخط یک uu′ :۴−۲ شکلِ

دید قابلیت تجزیه ۲−۲

که است P از پیوسته هم به نقاط از بیشینه مجموعه یک شامل R دید قابلیت ناحیهی P ساده چندضلعی در

تمام دید قابل چندضلعی دیگر عبارت به میبینند. را P رئوس از یکسانی دنباله ناحیه این از نقطه دو هر

است. شده تشکیل P از یکسانی رئوس از دید قابلیت ناحیه یک نقاط

رئوس دنباله ناحیه، هر برای و گردند مشخص و شناسایی P دید قابلیت ناحیههای تمام چنانچه

درون q پرسوجوی نقطه که دید قابلیت ناحیه تا کافیست پرسوجو زمان در گردد، تعیین آن از دید قابل

متناظر رئوس مجموعه با برابر که V (q) به مربوط رئوس دنباله صورت این در شود. مشخص دارد قرار آن

میشود. ساخته V (q) آنها روی از و بوده مهیا است دید قابلیت ناحیه آن با

قابلیت ناحیههای اینکه برای است. دید قابلیت ناحیههای شناسایی برای روشی دید قابلیت تجزیه

میشود نقطه دو در دید تفاوت باعث که شرایطی واقع در و ناحیهها این مرزهای باید شوند مشخص دید

باعث دارد وجود انعکاسی۱ رأس یک که جا هر است، شده داده نشان ۴−۲ شکل در چنانچه شود. مشخص

دارند قرار uu′ پارهخط زیر در که نقاطی شکل این در میشود. چندضلعی نقاط از برخی در دید تفاوت

ببینند. را v رأس میتوانند پارهخط این بالای نقاط حالیکه در نمیبینند، را v راس

ن�وع ای�ن اس�ت. دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای م�رز ک�ن�ن�ده ت�ع�ی�ی�ن پ�ارهخ�طه�ای ج�زء uu′ خ�ط پ�اره ب�ن�اب�رای�ن

میشوند. نامیده بحرانی خط یا و بحرانی پارهخط خلاصه طور به یا و بحرانی۲، محدودیت یال پارهخطها،

چندضلعی در بحرانی پارهخط یک است، انعکاسی رأس یک u و میبینند را همدیگر که v و uرأس دو هر

میآید. بهدست چندضلعی مرز به رسیدن تا uطرف از vu پارهخط دادن امتداد از که میآورند بهوجود

ناحیههای مرزهای آن بحرانی پارهخطهای با همراه چندضلعی اضلاع که است بررسی قابل بهراحتی

P ب�ح�ران�ی پ�ارهخ�طه�ای ت�م�ام دی�د، ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای ت�ع�ی�ی�ن ب�رای ب�ن�اب�رای�ن م�یده�ن�د. ت�ش�ک�ی�ل را دی�د ق�اب�ل�ی�ت

مشخص را دید قابلیت ناحیههای چندضلعی، اضلاع و پارهخطها این از حاصل زیرتقسیم مشخصمیشود.

چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�ه ۵−۲ ش�ک�ل در م�یش�ود. گ�ف�ت�ه دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�ه روش ای�ن ب�ه م�یک�ن�د.

است. شده داده نشان ساده

1Reflex Vertex

2Critical Constraint Edge
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2. Preliminaries

Let P be a polygon with total vertices of n. Also, let p be a point inside
P. The visibility sequence of a point p is the sequence of vertices and edges of
P that are visible from p. A visibility decomposition of P is to partition P into
a set of visibility regions, such that any point inside each region has the same
visibility sequence (see Figure 2). This partition is induced by critical constraint
edges (or critical edges), which are the lines in the polygon, each induced by two
vertices of P, such that the visibility sequences of the points on its two sides are
different.

The visibility sequences of two neighboring visibility regions which are sep-
arated by an edge, differ only in one vertex. This fact is used to reduce the
space complexity of maintaining the visibility sequences of the regions [3]. By
constructing a directed dual graph over the visibility regions, one can maintain
the difference between the visibility sequences of the neighboring regions [3].

Figure 2: The visibility decomposition induced by critical constraints.

In a simple polygon with n vertices, the number of critical edges and visibility
regions are O(n2) and O(n3), respectively [3].

2.1. Range Searching

Assume that there is a set P of n points in d-dimensional space. In range
searching problems, one can report or count the points lying in a region R in
this space. In this paper, we use the results of this problem when P is a set of
points in the plane and R is a half-plane.

Chazelle et al. [5] introduced a simplex range searching method that answers
queries in O(n1−1/d+ε) time by using O(n1+ε) preprocessing time and O(n)
space, for any arbitrary small positive constant ε. They also obtained a trade-
off between storage and query time. They showed that one can build a data

5

ساده. ضلعی چند دید قابلیت تجزیه :۵−۲ شکلِ

را V (q) میتوان ناحیه، هر نقاط از دید قابل رئوس دنباله و دید قابلیت ناحیههای داشتن صورت در

س�اخ�ت�ار داده ی�ک پ�ی�شپ�ردازش ع�ن�وان ب�ه اب�ت�دا ک�ار ای�ن ب�رای ک�رد. م�ح�اس�ب�ه q پ�رسوج�وی ن�ق�ط�ه ه�ر ازای ب�ه

دادهساختار از استفاده با پرسوجو زمان در سپس میکنیم. ایجاد دید قابلیت ناحیههای روی بر مکانیابی

با برابر پرسوجو نقطه از دید قابل رئوس دنباله میشود. پیدا پرسوجو نقطه برگیرنده در ناحیه مکانیابی،

V (q) اضلاع و رئوس دنباله این پیمایش بار یک با است. دید قابلیت ناحیه این به مربوط دید قابل رئوس

میشود. مشخص دقیق بطور

نقطه O(n۴) در پارهخطها این چنانچه است، O(n۲) بحرانی پارهخطهای تعداد اینکه به توجه با

ب�رای اوی�ل�ر ف�رم�ول از ب�دی�ه�ی ن�ت�ی�ج�های ک�ه ش�د خ�واه�د O(n۴) دی�داری ن�اح�ی�هه�ای ت�ع�داد ب�اش�ن�د داش�ت�ه ت�لاق�ی

قابلیت ناحیههای تعداد ساده چندضلعی یک در که است شده داده نشان [۲۸] در است. مسطح گرافهای

است. O(n۳) دید

P از یکسانی رئوس است گرفته قرار آنها بین بحرانی پارهخط یک که مجاور دید قابلیت ناحیه دو

این دید قابلیت ناحیههای از یکی نقاط است. آنها بین بحرانی پارهخط مبدا که راس یک بجز میبینند، را

نمیبینند. را راس این دیگر دید قابلیت ناحیه نقاط ولی میبینند را راس

از م�یت�وان و ن�ی�س�ت دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای ت�م�ام از دی�د ق�اب�ل رئ�وس ن�گ�ه�داری ب�ه ن�ی�ازی ب�ن�اب�رای�ن

را ن�اح�ی�هه�ا س�ای�ر دی�د ق�اب�ل رئ�وس ن�اح�ی�هه�ا، از ب�رخ�ی دی�د ق�اب�ل رئ�وس ن�ی�ز و ب�ح�ران�ی پ�ارهخ�طه�ای اط�لاع�ات

ای�ن در م�یش�ود. س�اخ�ت�ه دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�ه ب�ه م�رب�وط ج�ه�تدار دوگ�ان گ�راف م�ن�ظ�ور ای�ن ب�رای ک�رد. ت�ع�ی�ی�ن

ی�ال ی�ک م�ج�اور ن�اح�ی�ه دو ب�ا م�ت�ن�اظ�ر رئ�وس ب�ی�ن و اس�ت دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�ه ی�ک ب�ا م�ت�ن�اظ�ر راس ه�ر گ�راف

کمتر آن دید قابل رئوس تعداد که است ناحیهای با متناظر راس طرف به یال جهت دارد. وجود جهتدار

در ولی نمیشود دیده دید قابلیت ناحیه دو این از یکی در که است راسی همان نیز یال این برچسب است.

است. ناحیه دو بین بحرانی پارهخط مبدا راس واقع در و میشود دیده دیگر دید قابلیت ناحیه

ه�م�چ�ن�ی�ن ن�دارد. وج�ود دور س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای در دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ن�ط�ق ع�ل�ت ب�ه گ�راف، ای�ن در

تمام از آنها دید قابل رئوس تعداد که هستند ناحیههایی با متناظر است صفر آنها خروجی درجه که رئوسی
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دید. قابلیت تجزیه با متناظر جهتدار دوگان گراف :۶−۲ شکلِ

جهتدار دوگان گراف ۶−۲ شکل در میشود. گفته چاهک ناحیهها این به است. کمتر آنها مجاور ناحیههای

است. شده داده نشان ساده چندضلعی یک دید قابلیت تجزیه با متناظر

از ک�اف�ی�س�ت چ�اه�ک غ�ی�ر ن�اح�ی�ه ی�ک ب�رای ش�ون�د ن�گ�ه�داری چ�اه�که�ا از دی�د ق�اب�ل رئ�وس ف�ق�ط اگ�ر

و ش�ود پ�ی�م�وده دوگ�ان گ�راف در م�س�ی�ری چ�اه�ک ی�ک ب�ا م�ت�ن�اظ�ر راس ب�ه رس�ی�دن ت�ا ن�اح�ی�ه آن ب�ا م�ت�ن�اظ�ر راس

قابل رئوس نگهداری به نیازی ترتیب این به گردند. افزوده چاهک دید قابل رئوس به میسر برچسبهای

از دی�د ق�اب�ل رئ�وس و دار ج�ه�ت دوگ�ان گ�راف روی از را آن�ه�ا م�یت�وان و ن�ی�س�ت چ�اه�ک غ�ی�ر ن�اح�ی�هه�ای دی�د

است. O(n۲) ساده چندضلعی یک در چاهکها تعداد که است شده اثبات [۲۸] در ساخت. چاهکها

پارهخط دید قابلیت ۳−۲

دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ح�اس�ب�هی ب�رای ج�دی�د ال�گ�وری�ت�مه�ای ارائ�هی پ�ای�انن�ام�ه ای�ن اص�ل�ی م�وض�وع ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا

میپردازیم. زمینه این در گذشته کارهای و تعاریف بیان به بخش این در میباشد، چندضلعیها در پارهخط

ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل�ی�ت و ق�وی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ص�ورت ب�ه ن�ق�ط�ه ی�ک ب�ه ن�س�ب�ت پ�ارهخ�ط ی�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت

(شکل ببیند را pq نقاط همهی a اگر است قوی دید قابل pq پارهخط به نسبت a نقطهی میگردد. تعریف

.(۸−۲ (شکل ببیند را pq پارهخط از نقطه یک حداقل اگر است ضعیف دید قابل و ،(۷−۲

چ�ن�دض�ل�ع�ی آن درون در واق�ع پ�ارهخ�ط ی�ک س�ر دو از ن�ق�ط�ه ی�ک گ�اه ه�ر س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک در

صادق بدیهی بطور نیز مطلب این برعکس است. دید قابل پارهخط آن نقاط تمام از آنگاه باشد، دید قابل

اشتراک از ساده چندضلعی یک درون در واقع پارهخط یک برای قوی دید قابل چندضلعی بنابراین است.

میآید. بهدست پارهخط آن سر دو دید قابل چندضلعیهای

نقاطی همهی مجموعهی صورت به چندضلعی، یک درون پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی

ق�وی، دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی خ�لاف ب�ر م�یش�ود. ت�ع�ری�ف ب�اش�ن�د دی�د ق�اب�ل پ�ارهخ�ط ن�ق�ط�هی ی�ک از ح�داق�ل ک�ه

به حفرهدار، چندضلعیهای در چه و ساده چندضلعیهای در چه ضعیف، دید قابل چندضلعی محاسبهی
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قوی. دید قابلیت :۷−۲ شکلِ

ضعیف. دید قابلیت :۸−۲ شکلِ
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الگوریتم اولین باشد. P در پارهخط یک pq و ساده چندضلعی یک P کنید فرض نیست. انجام قابل راحتی

زم�ان ب�ا [۹] Guibas و Chazelle و ،[۳۲] Lin و Lee ،[۱۸] ElGindy ت�وس�ط م�س�ئ�ل�ه ای�ن ب�رای غ�ی�رب�دی�ه�ی

م�ث�ل�ثب�ن�دی ک�ه ص�ورت�ی در م�س�ئ�ل�ه ک�ه دادن�د ن�ش�ان [۲۶] ه�م�ک�اران و Guibas ش�د. ارائ�ه O(n log n) اج�رای

خطی زمان در میتوان را P ساده چندضلعی چون است. حل قابل O(n) زمان در باشد، موجود قبل از P
است. استفاده قابل خطی زمان در همکارنش و Guibas الگوریتم ،[۱۰] کرد مثلثبندی

ک�ه اس�ت ش�ده داده ن�ش�ان [۶] در اس�ت. گ�رف�ت�ه ق�رار ت�وج�ه م�ورد ه�م پ�رسوج�و ح�ال�ت در م�س�ئ�ل�ه ای�ن

ب�ه س�اخ�ت�اری داده و ک�رد پ�ی�شپ�ردازش O(n۳ log n) زم�ان در م�یت�وان را راس n ب�ا P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک

دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�رسوج�و، زم�ان در پ�ارهخ�ط ی�ک دری�اف�ت ب�ا ک�ه ن�ح�وی ب�ه ک�رد ای�ج�اد O(n۳) ان�دازهی

که شد داده نشان و شد داده بهبود [۲] در نتیجه این آورد. دست به O(k log n) زمان در را پارهخط ضعیف

قابل چندضلعی ،O(n۲) اندازهی به ساختاری داده ایجاد و O(n۲ log n) زمان در چندضلعی پیشپردازش با

آورد. دست به O(k log۲ n) زمان در میتوان را ضعیف دید

Suri است. پیچیدهتر مراتب به حفرهدار چندضلعی داخل در ضعیف دید قابل چندضلعی مساله حل

پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی حالت، بدترین در که کردهاند ثابت [۴۲] O’Rourke و

O(n۴) زمان در میتواند که کردهاند ارائه را الگوریتمی و است، Ω(n۴) حفرهدار چندضلعی یک داخل در

O(n۲) حداکثر اجتماع از چندضلعی، این که دادهاند نشان همچنین آنها کند. محاسبه را چندضلعی این

رئوس دقیق تعیین برای آورد. دست به را مثلثها این O(n۲) زمان در میتوان و است شده تشکیل مثلث

داشت. خواهیم نیاز O(n۴) زمان به آنها، ترتیب و چندضلعی

دامنهای جستجوی ۴−۲

میتوان دامنه، جستجوی مسئلههای در باشد. d-بعدی فضای در نقطه n از مجموعهای P که کنید فرض

۶ فصل در کرد. شمارش را آنها تعداد یا و آورد دست به را فضا در R ناحیهی یک درون گرفته قرار نقاط

میکنیم. استفاده است نیمصفحه یک R و صفحه درون نقاط مجموعه P که هنگامی دادهساختار، این از

زم�ان در پ�ی�شپ�ردازش از اس�ت�ف�اده ب�ا ک�ه ک�ردن�د م�ع�رف�ی را دادهس�اخ�ت�اری [۱۱] دی�گ�ران و Chazelle

هر ε اینجا در داد. پاسخ O(n۱−۱/d+ε) زمان در را پرسوجوها میتوان ،O(n) حافظهی و O(n۱−۱/d+ε)

به پرسوجو زمان و پیشپردازش هزینهی بین توازنی همچنین آنها باشد. میتواند مثبت کوچک مقدار

ک�ه ،O(m۱+ε) پ�ی�شپ�ردازش زم�ان و Om) ح�اف�ظ�هی از اس�ت�ف�اده ب�ا م�یت�وان ک�ه دادن�د ن�ش�ان و آوردن�د دس�ت

گفت. پاسخ O( n
۱+ε

m۱/d ) زمان در شده داده پرسوجوهای به ،n ≤ m ≤ nd

ب�ه دادهس�اخ�ت�اری م�یت�وان ب�رشه�ا۳، از اس�ت�ف�اده ب�ا ک�ه داد ن�ش�ان Chazelle ،[۱۲] دی�گ�ر ک�ار ی�ک در

میتوان را دادهساختار این دهد. پاسخ O(log n) زمان در پرسوجوها به که کرد ایجاد O(nd+ε) اندازهی

آورد. دست به O(nd+ε) زمان در

ب�ررس�ی ب�ا م�یآی�د. دس�ت ب�ه ک�ان�ون�ی م�ج�م�وع�هی ت�ع�داد اج�ت�م�اع ش�ک�ل ب�ه دام�ن�های ج�س�ت�ج�وی ن�ت�ی�ج�هی

دی�گ�ر ع�ب�ارت ب�ه و [۱۶] ک�رد اج�را آنه�ا روی دوب�اره را دام�ن�های ج�س�ت�ج�وی م�یت�وان م�ج�م�وع�هه�ا ای�ن دوب�اره

3Cutting
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198 Dualité et complexe de visibilité

Dualité (a, b) :

Dans le cas de la dualité (a, b), on considère la relation qui à une droite d’équation y = ax−b
(respectivement un point de coordonnées (a,−b)) associe le point de coordonnées (a, b)
(respectivement la droite d’équation y = ax+ b) (cf. figure A.2).

Remarque : Cette transformation ne peut pas s’appliquer aux droites verticales. Il faut
donc faire un traitement spécifique dans ce cas.
Si nous considérons l’ensemble des droites du plan non verticales et orientées selon les
abscisses croissantes, l’angle d’une droite avec l’axe des abscisses sera compris entre − π

2 et
π
2 .

Espace dual (a, b)Scène

D : y = ax− b

−b

y

x
a

1

a

b

Fig. A.2 - Dualité (a, b)..پرتوی دوگان :۹−۲ شکلِ

برای جستجو دادهساختارهای از استفاده داد. انجام اولیه نقاط مجموعه روی بر چندمرحلهای جستجوی

ب�ه پ�اس�خگ�وی�ی زم�ان ت�ن�ه�ا و ن�دارد اح�ت�ی�اج اض�اف�ی پ�ی�شپ�ردازش ه�زی�ن�هی ب�ه چ�ن�دم�رح�ل�های ج�س�ت�ج�وی ان�ج�ام

میگردد. اضافه لگاریتمی عامل یک با پرسوجو

نقطه-خط دوگانگی ۵−۲

یک پیادهسازی یا بیان گاهی دیگر، طرف از است. خط نمایش از آسانتر صفحه در نقطه نمایش معمولاً

خطوط از مجموعهای روی بر کردن عمل سادهتر میکند، عمل نقاط از مجموعهای روی بر که الگوریتم
دوگ�ان۴ ف�ض�ای ب�ه م�س�ئ�ل�ه ان�ت�ق�ال م�س�ائ�ل، ب�ا ب�ه�ت�ر م�واج�ه�هی ب�رای اس�ت�ف�اده م�ورد اب�زاره�ای از ی�ک�ی م�یب�اش�د.

م�یک�ن�ی�م. م�ع�رف�ی را ب�رع�ک�س) (و ن�ق�ط�ه ب�ه خ�ط ت�ب�دی�ل ب�رای م�ط�رح دوگ�انه�ای از ی�ک�ی ادام�ه در م�یب�اش�د.

اس�ت، اص�ل�ی داده ت�ص�وی�ر ش�ام�ل ک�ه ص�ف�ح�های و اول�ی�ه۵، ص�ف�ح�هی دارد، ق�رار آن در اص�ل�ی داده ک�ه ص�ف�ح�های

خط اولیه، صفحهی در P (a, b) نقطه دوگان تبدیلها، پرکاربردترین از یکی در دارد. نام دوگان۶ صفحهی

.(۹−۲ (شکل برعکس و است دوگان صفحهی در L : x/a+ y/b = ۱

اس�ت�ف�اده دی�د ق�اب�ل�ی�ت رخ�داده�ای پ�ردازش ه�ن�گ�ام در و ۷ ف�ص�ل در ن�ق�ط�ه-خ�ط دوگ�ان�گ�ی م�ف�ه�م�وم از م�ا

کرد. خواهیم

4Dual Space

5Primal

6Dual
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ساده چندضلعی در پارهخط دید قابلیت

WVP(pq) ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی برای O(n) خطی الگوریتم شد، گفته قبلا که همانطور

خ�روج�ی ان�دازهی ب�ه واب�س�ت�ه آن اج�رای زم�ان ام�ا اس�ت، ب�ه�ی�ن�ه ال�گ�وری�ت�م ای�ن ه�رچ�ن�د .[۲۶] اس�ت ش�ده ارائ�ه

چگونه که میدهیم نشان فصل این در نیست. خروجی به حساس الگوریتم این دیگر عبارت به و نیست

ن�ش�ان راس، n ب�ا P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک ب�رای ن�م�ای�ی�م. ح�ل خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس ص�ورت ب�ه را م�س�ئ�ل�ه ای�ن

اندازهی به دادهساختاری ایجاد و O(n۳ log n) زمان در چندضلعی این پیشپردازش با میتوان که میدهیم

دست به O(log n+ |WVP(pq)|) زمان در را شده داده پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی ،O(n۳)

میباشد. خروجی اندازهی |WVP(pq)| آن در که آورد،
س�پ�س و م�یک�ن�ی�م ب�ی�ان را پ�ارهخ�ط ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی خ�ط�ی ال�گ�وری�ت�م اب�ت�دا در

آوریم. دست به خروجی به حساس صورت به را جواب الگوریتم، این تغییر با چگونه که میدهیم نشان

WVP محاسبه برای خطی الگوریتم ۱−۳

درون pq پارهخط یک WVP(pq) محاسبه برای را [۲۶] دیگران و Guibas خطی الگوریتم بخش این در

ب�ع�د ب�خ�شه�ای در م�یک�ن�ی�م. ب�ی�ان اس�ت، ش�ده داده ش�رح [۲۴] در ک�ه آنگ�ون�ه رأس، n ب�ا P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی

حساس شکل به ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی برای الگوریتم این از چگونه که داد خواهیم نشان

بعد بخشهای در میباشد. P از ضلع یک pq که میکنیم فرض سادگی، برای میکنیم. استفاده خروجی به

باشد. چندضلعی درون خط پاره هر میتواند pq که داد خواهیم نشان

اول، م�رح�ل�هی در ب�اش�د. P در p ری�ش�هی ب�ا م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت SPT(p) ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض

ب�ررس�ی را آن گ�ردش ن�وع ،SPT(p) در vi رأس ه�ر در و ک�رده پ�ی�م�ای�ش اول ع�م�ق ال�گ�وری�ت�م ب�ا را SPT(p)

در ده�د، ان�ج�ام راس�ت ب�ه گ�ردش ی�ک vi رأس در SP(p, vj) م�س�ی�ر چ�ن�ان�چ�ه ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۱−۳ (ش�ک�ل م�یک�ن�ی�م

vkvi و vjvj+۱ تقاطع نقطه سپس میکنیم. پیدا را j اندیس بزرگترین با رأس درخت، در vi فرزندان میان

وجود vj+۱ و vj بین راسی که این به توجه با است. SPT (p) در vi پدر vk که میکنیم، پیدا را z نام به

کردن اضافه با را، z تا vi از P پادساعتگرد مرز نهایت در داد. انجام O(۱) در میتوان را کار این ندارد،

۱۵
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to construct a data structure to answer a partial weak visibility polygon query efficiently, and
in Section 3, we describe the balanced triangulation and present the full algorithm.

1.1 Linear time algorithm for computing WVP

Here, we present the O(n) time algorithm of Guibas et al. [9] for computing WVP(pq) of a line
segment pq inside a simple polygon P with n vertices, as described in [6]. This algorithm is later
used to compute the partial weak viability polygons in Section 2.2.

Let SPT(p) denote the shortest path tree in P rooted at p. We traverse SPT(p) using a
depth-first search and check the turn at every vertex vi in SPT(p). If the path makes a right
turn at vi, then we find the descendant of vi in the tree with the largest index j (see Figure 1).
We compute the intersection point z of vjvj+1 and vkvi, where vk is the parent of vi in SPT(p), in
O(1) (because there is no vertex between vj and vj+1), and finally remove the counter-clockwise
boundary of P from vi to z by inserting the segment viz.

Let P ′ denote the remaining portion of P . We follow the same procedure for q, except that
this time we check the turn at every vertex and see whether the path make its first left turn.
After finishing the procedure, we output the remaining portion of P ′ as WVP(pq).

replacements

pp qq

vk

vk

z

z

vi

vi vj

vj

vj−1

vj−1

vj+1

vj+1

Figure 3. A line segment observer among
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2 Computing partial WVP

Suppose that a simple polygon P is divided into two parts, L and R, by a diagonal e. For a
line segment pq ∈ R we define the partial weak visibility polygon WVPL(pq) (or PWVPL(pq)
for clarity) to be the polygon WVP(pq) ∩ L. In this section, we will show how to compute
WVPL(pq) for a query line segment pq.

We define the weak visibility cone Ce(pq) to be the region weakly visible from pq through
e, and the exterior visibility polygon EVL(pq) to be the portion of L which can be seen by
pq through e as if all the edges of R are transparent. With the same argument presented in
[1], we can show that WVPL(pq) can be described as the intersection of two polygons, i.e.,
WVPL(pq) = Ce(pq) ∩ EVL(pq).

This procedure is depicted in Figure 2. In the following sections, we will show how to
compute Ce(pq), EVL(pq), and their intersection WVPL(pq).

2.1 Computing Ce(pq)

Since P is a simple polygon, the portion of e weakly visible from pq is a line segment. The same
argument applies to the portion of pq that is weakly visible from e. So, to compute Ce(pq), we

2

کوتاهترین چپ، سمت شکل در ضعیف. دید قابل چندضلعی محاسبهی الگوریتم مرحلهی دو :۱−۳ شکلِ

مسیر کوتاهترین راست، سمت شکل در میدهد. انجام vi در را راست به گردش اولین یک vj به p از مسیر

میدهد. انجام v′i در را چپ به گردش اولین v′j به q از

میکنیم. حذف viz پارهخط

این ،q برای را شده انجام کارهای دوم، مرحلهی در میدهیم. نشان P ′ با را P از باقیمانده بخش

رأس این آیا که میکنیم بررسی ،SPT(q) راس هر به رسیدن با که تفاوت این با میکنیم، تکرار ،P ′ در بار
راس آن در را چندضلعی چپ، به گردش وجود صورت در خیر. یا است داده انجام را چپ به گردش اولین

بود. خواهد WVP(pq) با برابر P ′ از باقیمانده بخش مرحله، این اتمام از بعد میدهیم. برش قبل شیوه به

ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی پرسوجوی الگوریتم ۲−۳

که نحوی به دهیم تغییر را ۱−۳ بخش در شده ارائه خطی الگوریتم چگونه که میدهیم نشان بخش این در

محاسبهی کار، این مهم بخشهای از یکی کنیم. محاسبه خروجی به حساس صورت به را WVP بتوانیم

ش�ک�ل ب�ه را درخ�ت ای�ن م�یت�وان چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان اب�ت�دا در ب�ن�اب�رای�ن اس�ت. م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت

میکنیم، بیان را خود الگوریتم ابتدایی صورت ۲−۲−۳ بخش در ادامه در کرد. محاسبه خروجی به حساس

میدهیم. دست به را نهایی نتیجهی و داده بهبود را شده ارائه الگوریتم ۳−۲−۳ بخش در نهایت در و

خروجی به حساس شکل به مسیر کوتاهترین درخت محاسبهی ۱−۲−۳

O(n) زم�ان در م�یت�وان را راس n ب�ا P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک درون ن�ق�ط�ه ی�ک م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت

این که میکند، پرسوجو در O(n) زمان صرف به مجبور را ما الگوریتم، این از استفاده .[۲۷] کرد محاسبه

چگونه که میدهیم نشان بخش این در مشکل، این رفع برای است. نتیجه بودن خروجی به حساس مخالف
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Fig. 3. SPTL(p) and its different edge types.

those connected to a primary edge, and the 2nd type are the ones that connect
other two vertices of the polygon.

For each vertex, there may be O(n) 2nd type edges in total. Depending on
the parent of a vertex, some of these edges appear in SPT. For all parents of
a vertex, we compute and store starting and ending edges. As there are O(n)
possible parents for a vertex, we can compute these information in total time
O(n2 log n) and store them in O(n2) space. In query time, we can access the list
of the 2nd type edges of a vertex in constant time.

We build a same structure for the 1st type edges. The parent of a 1st type
edge is the root of the tree. As the root can be in any of the O(n2) different
visibility regions, computing and storing the starting and ending edges in the
list of 1st type edges of a vertex, would cost O(n3 log n) time and O(n3) space.
Lemma 2 shows that two adjacent regions have only O(1) differences in their 1st
type edges.

Lemma 2. Consider two visibility regions that share a common edge. If we have
the 1st type secondary edges of a region for each visible vertex from it, these edges
are the same for its neighboring region, except for one edge.

Having this fact and using a persistent data structure, we can reduce the
costs to O(n2 log n) preprocessing time and O(n2) storage.

Theorem 1. Given a simple polygon P , we can preprocess it into a data struc-
ture with O(n2) space and in O(n2 log n) time so that for any query point p, the
shortest path tree from p can be reported in O(log n+ k), where k is the size of
the tree that is to be reported.

Proof. First, we use Aronov’s algorithm for computing the partial visibility poly-
gon of point p. For this, we need O(n2) space and O(n2 log n) time in the pre-
processing phase. For the secondary edges, we need O(n2 log n) time and O(n2)
space to compute and store these edges.

متصل p راس به مستقیما که یالهایی آن: یالهای انواع و p نقطهی مسیر کوتاهترین درخت :۲−۳ شکلِ

ی�اله�ای و اول)، ن�وع ث�ان�وی�ه (ی�اله�ای ه�س�ت�ن�د م�ت�ص�ل اول�ی�ه ی�ال ی�ک ب�ه ک�ه ی�اله�ای�ی اول�ی�ه)، (ی�اله�ای ه�س�ت�ن�د

دوم). نوع ثانویه (یالهای باقیمانده

درون p نقطهی یک دریافت با پرسوجو، زمان در که طوری به کنیم پیشپردازش را ساده چندضلعی یک

کنیم. محاسبه خروجی به حساس شکل به را SPT(p) درخت از بخش هر چندضلعی،

ثانویه. یالهای و اولیه یالهای است: شده تشکیل یال نوع دو از SPT مسیر کوتاهترین درخت یک

آن دی�د ق�اب�ل راسه�ای ب�ه را ری�ش�ه و م�یش�ون�د ش�روع درخ�ت ری�ش�هی از ک�ه ه�س�ت�ن�د ی�اله�ای�ی اول�ی�ه، ی�اله�ای

میکنند متصل هم به را چندضلعی راس دو که هستند درخت یالهای دیگر ثانویه یالهای میکنند. متصل

(به اول نوع ثانویهی یال هستند: هم از تفکیک قابل ثانویه یال نوع دو این، بر علاوه ببینید). را ۲−۳ (شکل

نوع ثانویهی یال و است، شده متصل اولیه یال یک به که است ثانویه یال یک اول) نوع یال خلاصه، طور

میدهیم نشان ادامه در نیست. متصل اولیهای یال به که است ثانویه یال یک دوم) نوع یال اختصار، (به دوم

زم�ان در را آنه�ا ب�ت�وان ک�ه ش�ک�ل�ی ب�ه ک�ن�ی�م، ذخ�ی�ره و م�ح�اس�ب�ه پ�ی�شپ�ردازش زم�ان در را ی�اله�ا ای�ن چ�گ�ون�ه ک�ه

کرد. بازیابی بهینه صورت به پرسوجو

دست به [۶] دیگران و Bose دید قابلیت محاسبهی الگوریتم با میتوانیم را SPT(p) اولیه یالهای

ش�دهی م�رت�ب ل�ی�س�ت م�یت�وان ،O(n۳) ف�ض�ای و O(n۳ log n) پ�ی�شپ�ردازش زم�ان ب�ا دق�ی�قت�ر، ب�ی�ان ب�ه آوری�م.

کرد. محاسبه O(log n) زمان در را q پرسوجوی نقطهی یک از دید قابل راسهای

هر ثانویهی یالهای ممکن مقادیر همهی پیشپردازش زمان در ،SPT ثانویه یالهای محاسبهی برای

مرتبط یالهای لیست پرسوجو، زمان در مقادیر، این داشتن با میکنیم. ذخیره و محاسبه را چندضلعی راس

میکنیم. گزارش راس آن در مسیر کوتاهترین درخت یالهای عنوان به و کرده پیدا را نظر مورد راس با

میتواند v پدرها، این از کدام هر ازای به است. SPT در ممکن پدر O(n) دارای P در v راس هر

ن�گ�ه�داری ب�رای O(n۲) ح�اف�ظ�هی ب�ه ،v راس ه�ر ب�رای ب�ن�اب�رای�ن، ب�اش�د. داش�ت�ه SPT در دوم ن�وع ی�ال O(n)

در میتوان را احتمالی یالهای این ذخیرهی و محاسبه داشت. خواهیم نیاز دوم نوع ممکن یالهای همهی

ش�ده ذخ�ی�ره دادهه�ای ای�ن از م�یرس�ی�م، v راس ب�ه وق�ت�ی پ�رسوج�و، زم�ان در داد. ان�ج�ام O(n۲ log n) زم�ان

درخت که این به توجه با میکنیم. بازیابی را راس این در درخت دوم نوع یالهای لیست و میکنیم استفاده

O(n۳) و O(n۳ log n) ح�اف�ظ�هی و زم�ان ب�ه P راسه�ای ه�م�هی ب�رای دادهه�ا ای�ن م�ح�اس�ب�هی دارد، راس n
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داشت. خواهد احتیاج

خارج راس یک از که اول نوع یالهای تعداد میپردازیم. اول نوع یالهای محاسبهی بررسی به حال

در اول ن�وع ی�ال ی�ک پ�در ک�ه م�یدان�ی�م م�یب�اش�د. درخ�ت در راس آن پ�در ب�ه واب�س�ت�ه و ب�وده O(n) م�یش�ون�د

قابلیت ناحیهی O(n۳) از یک هر در میتواند درخت ریشهی که آنجا از میباشد. درخت ریشهی ،SPT

درخت، اول نوع یالهای ممکن حالتهای همهی محاسبهی برای ببینید)، را ۲−۲ (بخش بگیرد قرار دید

نوع یالهای امر، این به توجه با بگیریم. نظر در درخت ریشهی ناحیهی عنوان به را ناحیهها این همهی باید

کرد. نگهداری و محاسبه O(n۴) حافظهی و O(n۴ log n) زمان در میتوان را اول

ای�ج�اد و O(n۴ log n) زم�ان در رأس n ب�ا P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی روی ب�ر پ�ی�شپ�ردازش ی�ک ان�ج�ام ب�ا ۱ لم

در را p پرسوجوی نقطهی هر SPT(p) مسیر کوتاهترین درخت میتوانیم ،O(n۴) اندازهی به ساختاری

میشود. گزارش که است درخت از بخشی اندازهی k که کنیم، گزارش O(log n+ k) زمان

ای�ن ح�اف�ظ�هی و پ�ی�شپ�ردازش زم�ان م�ق�دار م�یت�وان چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان ۳−۲−۳ ب�خ�ش در

داد. کاهش خطی میزان به را الگوریتم

خروجی به حساس شکل به ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی ۲−۲−۳

چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای در ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ب�رای ۱−۳ ب�خ�ش در ش�ده ارائ�ه خ�ط�ی ال�گ�وری�ت�م

۱−۳ بخش در که همانطور مثال، این در کنید. توجه ۳−۳ شکل مثال به نیست. خروجی به حساس ساده،

بررسی را گردش جهت راس، هر در و میکنیم حرکت اول عمق پیمایش با SPT(p) در ابتدا کردهایم، بیان

SP(p, v) م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن در ک�ه ه�ن�گ�ام�ی ب�گ�ی�ری�د. ن�ظ�ر در را ش�ک�ل در ش�ده داده ن�ش�ان v راس م�یک�ن�ی�م.

مرحلهی در دارد. احتیاج O(n) زمان به کار این کنیم. بررسی را v فرزندان همهی باید میکنیم، حرکت

پردازش در شده مصرف زمان بنابراین میگردند. حذف v فرزندان همهی ،SPT(q) پیمایش زمان در و دوم

میرود. بین از الگوریتم بودن خروجی به حساس و بوده اضافه SPT(p) در راسها

قبل بخش در شده بیان دادهساختار ابتدا خروجی، به حساس الگوریتم یک آوردن دست به برای

در میتوانیم را SPT ضلعی، چند درون نقطه هر برای بنابراین میسازیم. را مسیر کوتاهترین درخت برای

اضافی اطلاعات سری یک پیشپردازش زمان در چندضلعی، راس هر برای کنیم. محاسبه پرسوجو زمان

ن�س�ب�ت (LC اخ�ت�ص�ار (ب�ه چ�پ ب�ح�ران�ی را v راس ی�ک س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک در م�یک�ن�ی�م. ذخ�ی�ره و م�ح�اس�ب�ه

اول�ی�ن م�س�ی�ر ای�ن م�یک�ن�ی�م، ح�رک�ت SP(p, v) م�س�ی�ر در و SPT(p) در وق�ت�ی چ�ن�ان�چ�ه م�یخ�وان�ی�م، p ن�ق�ط�هی ب�ه

،LC غ�ی�ر راس ی�ک ب�ه p از م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن ه�ر دی�گ�ر، ع�ب�ارت ب�ه ده�د. ان�ج�ام v در را خ�ود چ�پ ب�ه گ�ردش

یک بحرانی وضعیت میدهد. انجام راست به گردش تنها راسها همهی در که است محدب زنجیرهی یک

چندضلعی راسهای همهی بحرانی وضعیت چنانچه نه. یا هست LC راس آن که میشود گفته این به راس

با که باشید داشته توجه داریم. را p نقطهی بحرانی اطلاعات که میگوییم بدانیم، p نقطهی یک به نسبت را

ذخیرهی به احتیاجی میکنیم، چک راسها در را راست به گردش الگوریتم اول مرحلهی در که این به توجه

نداریم. پیشپردازش زمان در راست به گردش وضعیت

ک�ن�ی�م. خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس را آن و ده�ی�م ت�غ�ی�ی�ر را ۱−۳ ب�خ�ش ال�گ�وری�ت�م ک�ه اس�ت ای�ن اص�ل�ی ای�دهی

پیمایش اول عمق صورت به را SPT(p) درخت اول مرحلهی در است: شکل این به ما الگوریتم کلیات
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3.2 Computing the query version of WVP

The linear algorithm presented in Section 2.1 for computing WVP of a simple polygon is
not output sensitive by itself. See the example of Figure 4. In this example, as stated in
Section 2.1, first we traverse SPT(p) using DFS and we check the turn at every vertex of
SPT(p). Consider vertex v. As we traverse the shortest path SP (p, v), all the children of
v must be checked. This can cost O(n) time. When we traverse SPT(q), all the children
of v will be omitted. Therefore, the time spent on processing the vertices in SPT(p) was
redundant.

p q

v

Figure 4. In the first phase of the algorithm, all the children of v in SPT(p) are processed. These vertices which
are not in WVP(pq) may impose redundant O(n) time.

To achieve an output sensitive algorithm, we build the data structure explained in the
previous section, so that SPT of any point inside the polygon can be computed in the
query time. Also, we store some additional information about the vertices of the polygon
in the preprocessing phase. We say that a vertex v of a simple polygon is left critical (LC
for short) with respect to a point p, if when we go from p to v along the path SP(p, v)
inside SPT(p, v), the path makes its first left turn at v. In other words, each shortest
path from p to a non-LC vertex is a convex chain that makes only clockwise turns at
each node. The critical state of a vertex is whether or not it is LC. If we have the critical
state of all the vertices of the polygon with respect to a point p, we say that we have the
critical information of p. Note that as we check the right turns at the first phase of the
algorithm, we do not need to store the right turn state of the vertices in the preprocessing
time.

The idea is to change the algorithm of Section 2.1 and make it output sensitive. The
outline of the algorithm is as follows: In the first round, we traverse SPT(p) using DFS.
At each vertex, we check whether this vertex is left critical with respect to q or not.
If so, we are sure that the descendants of this vertex are not visible from pq, so we
postpone its processing to the time it is reached from q, and check other branches of
SPT(p). Otherwise, we proceed with the algorithm and check whether SPT(p) makes
a right turn at this vertex. In the second round, we traverse SPT(q) and perform the
normal procedure of the algorithm.

Lemma 3.2 All the traversed vertices in SPT(p) and SPT(q) are vertices of WVP(pq).

Proof. Assume that while traversing SPT(p), we meet v and v 6∈WVP(pq). Let u be the
parent of v in SP (pv). In this case, u or one of its ancestors must be LC with respect to q,

6

در که راسها این میشوند. پردازش SPT(p) در v فرزندان همهی الگوریتم اول مرحلهی در :۳−۳ شکلِ

کنند. ایجاد را O(n) اضافی هزینهی میتوانند ندارند قرار WVP(pq)

باشد، چنین اگر خیر. یا هست چپ بحرانی q به نسبت راس این آیا که میکنیم بررسی راس هر در میکنیم.

پ�ردازش ب�ن�اب�رای�ن ب�ود. ن�خ�واه�ن�د ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل pq ب�ه ن�س�ب�ت راس ای�ن ف�رزن�دان ک�ه ب�ود خ�واه�ی�م م�ط�م�ئ�ن

صورت، این غیر در برسیم. آن به دوباره دوم مرحلهی در تا میکنیم متوقف را آن زیردرخت و راس این

ص�ورت راس ای�ن در راس�ت ب�ه گ�ردش ی�ک آی�ا ک�ه م�یک�ن�ی�م ب�ررس�ی و م�یده�ی�م ادام�ه را راس ع�ادی پ�ردازش

ادامه درخت راسهای همهی بررسی تا را اول مرحلهی ببینید). را ۱−۳ بخش (الگوریتم نه یا است گرفته

میکنیم. دنبال قبل شیوهی به را الگوریتم و کرده پیمایش را SPT(q) درخت دوم، مرحلهی در میدهیم.

هستند. WVP(pq) راسهای SPT(q) و SPT(p) در شده پیمایش راسهای همهی ۲ لم

کنید فرض .v 6∈WVP(pq) و کنیم ملاقات را v راس ،SPT(p) پیمایش حین در که کنید فرض ۱ اثبات

اگ�ر زی�را ب�اش�ن�د، q ب�ه ن�س�ب�ت LC ب�ای�د آن پ�دران از ی�ک�ی ی�ا u ب�ن�اب�رای�ن ب�اش�د. SP(pv) م�س�ی�ر در v پ�در u ک�ه

که نیست ممکن بنابراین میداد. تشخیص WVP(pq) راسهای از یکی عنوان به را v الگوریتم نبود چنین

لم بنابراین است. برقرار SPT(q) برای مشابهی استدلال باشیم. رسیده v راس به SPT(p) پیمایش حین در

میگردد. ثابت

و کرده محاسبه را دید قابلیت ناحیهی هر از راس یک بحرانی اطلاعات پیشپردازش، مرحلهی در

قابلیت ناحیههای ،pq پارهخط دریافت با و پرسوجو زمان در میدهیم. نسبت ناحیه آن به را اطلاعات این

WVP(pq) و کرده اجرا را الگوریتم ناحیه، دو این بحرانی اطلاعات از استفاده با میکنیم. پیدا را q و p دید

مینماییم. محاسبه را

ن�گ�ه�داری ب�رای اس�ت، ن�اح�ی�ه O(n۳) دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی در ن�اح�ی�هه�ا ت�ع�داد ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا

را SPT مسیر کوتاهترین درخت ناحیه، هر برای داریم. احتیاج O(n۴) فضای به ناحیهها بحرانی اطلاعات

نسبت را راس هر بحرانی اطلاعات درخت، پیمایش با و میکنیم محاسبه ناحیه درون دلخواه نقطه یک برای
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اط�لاع�ات ای�ن ن�گ�ه�داری ب�رای را O(n) ان�دازه ب�ه آرای�ه ی�ک ن�اح�ی�ه، ه�ر در م�یآوری�م. دس�ت ب�ه ن�اح�ی�ه آن ب�ه

محاسبهی برای ۱−۲−۳ بخش در شده داده توضیح دادهساختار همچنین میگیریم. نظر در راسها بحرانی

بر مکانیابی دادهساختار یک همچنین میکنیم. محاسبه O(n۴) حافظهی و O(n۴ log n) زمان در را SPT

میسازیم. دید قابلیت ناحیههای روی

O(log n) زم�ان در م�ک�انی�اب�ی دادهس�اخ�ت�ار ب�ا را q و p دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای پ�رسوج�و، زم�ان در

نظر در با و است، O(۱) برابر راس هر پردازش برای نیاز مورد زمان که این به توجه با میکنیم. مشخص

بود. خواهد O(log n+ |WVP(pq)|) برابر پرسوجو زمان ،۲ لم گرفتن

ان�دازهی ب�ه س�اخ�ت�اری ای�ج�اد و O(n۴ log n) زم�ان در رأس n ب�ا P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا ۳ لم

گ�زارش O(log n + |WVP(pq)|) زم�ان در را WVP(pq) ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�یت�وان�ی�م ،O(n۴)

کنیم.

پارهخط هر میتواند pq که میدهیم نشان است. چندضلعی راس یک pq که کردهایم فرض کنون تا

شود. گرفته نظر در P چندضلعی درون

P۱ چندضلعی دو به را P میتوانیم باشد. P ساده ضلعی چند درون خط پاره یک pq که کنید فرض ۴ لم

این، بر علاوه باشد. چندضلعی یال یک pq چندضلعی، دو این از کدام هر در که شکلی به کنیم تجزیه P۲ و

آورد. دست به P بحرانی اطلاعات از میتوان را P۲ و P۱ بحرانی اطلاعات

را P برخورد، نقاط این اساس بر میگیریم. نظر در P مرزهای با را pq حامل خط برخورد نقاط ۲ اثبات

قابلیت ناحیههای میکنیم. تقسیم است یالها از یکی pq کدام هر در که P۲ و P۱ سادهی چندضلعی دو به

همچنین و بحرانی اطلاعات بنابراین، هستند. P دید قابلیت ناحیههای از زیرمجموعههایی P۲ و P۱ دید

دو به میتوانیم را q و p اولیهی یالهای همچنین داشت. خواهیم را ناحیهها این به مربوط SPT یالهای

ببینید. را ۴−۳ شکل مثال کنیم. تقسیم P۲ به متعلق و P۱ به متعلق دسته

الگوریتم بهبود ۳−۲−۳

م�ن�ظ�ور، ای�ن ب�رای م�یب�خ�ش�ی�م. ب�ه�ب�ود را ۳ ل�م در آم�ده دس�ت ب�ه پ�ی�شپ�ردازش ح�اف�ظ�هی و زم�ان ب�خ�ش ای�ن در

O(n۴) ح�اف�ظ�هی و O(n۴ log n) زم�ان ب�ه اح�ت�ی�اج ک�ه ۲−۲−۳ ب�خ�ش در ش�ده ارائ�ه ال�گ�وری�ت�م از ق�س�م�ته�ای�ی

خواهیم نشان اول. نوع ثانویه یالهای و بحرانی اطلاعات از عبارتند بخشها این میکنیم. بازنگری را دارند

را چاهک دید قابلیت ناحیههای به مربوط اول نوع یالهای و بحرانی اطلاعات که است کافی تنها که داد

کنید). مراجعه ۲−۲ بخش به چاهک ناحیهی تعریف (برای کنیم نگهداری و محاسبه

اول درجه یالهای باشد، داشته قرار چاهک غیر ناحیهای درون که p پرسوجوی نقطهی یک برای

بحرانی اطلاعات همچنین .(۵ (لم آورد دست به چاهک ناحیههای اولیهی یالهای از میتوان را SPT(p)

در .(۶ (لم کرد استخراج چاهک ناحیههای بحرانی اطلاعات از میتوان را چندضلعی دید قابلیت ناحیههای

حافظهی و زمان است، O(n۲) چاهک ناحیههای تعداد ساده چندضلعی یک در که این به توجه با نتیجه،

کرد. خواهد پیدا کاهش O(n۳) و O(n۳ log n) به ما الگوریتم پیشپردازش
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خ�ط روی ب�ر را چ�ن�دض�ل�ع�ی داش�ت، ق�رار P چ�ن�دض�ل�ع�ی درون pq پ�رسوج�وی پ�ارهخ�ط اگ�ر :۴−۳ ش�ک�لِ

ب�ح�ران�ی خ�ط�وط از ب�ع�ض�ی ع�ک�س، در ن�ق�ط�هچ�ی�ن خ�ط�وط م�یک�ن�ی�م. ت�ق�س�ی�م س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی دو ب�ه pq ح�ام�ل

میدهد. نشان را جدید چندضلعیهای

لازم اطلاعات باشند، چاهک ناحیههای به متعلق q و p نقطهی دو هر چنانچه پرسوجو، زمان در

دو این از یکی چنانچه اما کنیم. دنبال عادی شکل به را الگوریتم میتوانیم و داریم اختیار در را ناحیه دو هر

اطلاعات و ثانویه یالهای که میدهند نشان ۶ و ۵ لمهای باشد، داشته تعلق غیرچاهک ناحیهی یک به نقطه

استخراج O(log n + |WVP(pq)|) زمان در میتوانیم را نقطه این به نسبت چندضلعی راسهای بحرانی

کنیم.

یک برای شدهاند. محاسبه اول نوع ثانویهی یالهای ،V دید قابلیت ناحیهی یک برای که کنید فرض ۵ لم

زمان در را اول نوع ثانویهی یالهای لیست میتوانیم دارد، V با مشترکی یال که همسایه دید قابلیت ناحیهی

آوریم. دست به V ناحیهی به مربوط لیست از ثابت

نسبت راس یک میکند، عبور همسایه دید قابلیت ناحیهی دو مشترک مرز از p دید نقطهی وقتی ۳ اثبات

م�ش�خ�ص م�رز از p وق�ت�ی ۵−۳ ش�ک�ل در م�ث�ال، ع�ن�وان ب�ه م�یگ�ردد. خ�ارج دی�د از ی�ا و م�یش�ود دی�د ق�اب�ل p ب�ه

ی�اله�ای ه�م�هی و م�یش�ود، p اول�ی�ه ی�ال ی�ک ب�ه ت�ب�دی�ل u اول ن�وع ی�ال ی�ک م�یک�ن�د، ع�ب�ور v و u ت�وس�ط ش�ده

ای�ن در دی�گ�ری ی�ال ه�ی�چ ک�ه ک�رد م�ش�اه�ده م�یت�وان م�یگ�ردن�د. اول ن�وع ی�اله�ای ب�ه ت�ب�دی�ل v از ش�ده ش�روع

زم�ان در را آنه�ا م�یت�وان اس�ت، زی�ر م�وارد ش�ام�ل ت�غ�ی�ی�ره�ا ای�ن ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا ن�م�یک�ن�د. ت�غ�ی�ی�ر ح�رک�ت

یک انتقال و ،(pv) اولیه یال یک کردن اضافه ،(uv) u از ثانویه یال یک حذف کرد: اعمال و پردازش ثابت

دقیق موقعیت که کنید توجه .pv اول نوع یالهای به uv دوم نوع یالهای از (v (یالهای آرایه به اشارهگر

ی�ال (ی�ع�ن�ی ت�غ�ی�ی�رات ای�ن در ک�ن�ن�ده ش�رک�ت ی�ال ت�ن�ه�ا اس�ت. م�ش�خ�ص م�ت�ن�اظ�رش�ان ل�ی�س�ته�ای در ت�غ�ی�ی�رات ای�ن

در شده صرف زمان بنابراین کرد. محاسبه پیشپردازش زمان در میتوان را شده) قطع ناحیهی مرز با متناظر

بود. خواهد O(۱) پرسوجو زمان
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3.3 Improving the algorithm

In this section we improve the preprocessing cost of Lemma 3.3. To do this, we improve
those parts of the algorithm of Section 3.2 that need O(n4 log n) preprocessing time and
O(n4) space. We show that it is sufficient to compute the critical information and the 1st
type edges of the sink regions (see Section 2 for the definition of the sink regions). For any
query point p in a non-sink region, the 1st type edges of SPT(p) can be computed from
the 1st type edges of the sink regions (Lemma 3.5). Also, the critical information of the
other regions can be deduced from the critical information of the sink regions (Lemma
3.6). As there are O(n2) sinks in a simple polygon, the processing time and space of our
algorithm will be reduced to O(n3 log n) and O(n3), respectively.

In the query time, if both p and q belong to sink regions, as we have the critical
information of their regions, we can proceed the algorithm. On the other hand, if one of
these points belongs to a non-sink region, Lemma 3.5 and 3.6 show that the secondary
edges and the critical information of that point can be retrieved in O(log n+ |WVP(pq)|)
time.

Lemma 3.5 Assume that, for a visibility region V, the 1st type secondary edges are
computed. For a neighboring region that share a common edge with V, we can update the
list of 1st type secondary edges in constant time.

p

u
v

Figure 6. When p enters a new visibility region, the combinatorial structure of SPT(p) can be maintained in
constant time.

Proof. When a view point p crosses the common border of two neighboring regions, a
vertex becomes visible or invisible to p [4]. In Figure 6, for example, when p crosses the
border specified by u and v, a 1st type edge of u becomes a primary edge of p, and all the
edges of v become the 1st type edges. We can see that no other vertex is affected by this
movement. Processing these changes can be done in constant time, since it includes the
following changes: removing a secondary edge of u (uv), adding a primary edge (pv), and
moving an array pointer (edges of v) from the 2nd type edges of uv to the 1st type edges
of pv. Note that we know the exact positions of these elements in their corresponding
lists. The only edge that involves in these changes (i.e., the edge corresponding to the
crossed critical constraint), can be identified in the preprocessing time. Therefore, the
time we spent in the query time would be O(1). �

Lemma 3.6 The critical information of a point can be maintained between two neigh-
boring regions that share a common edge in constant time.

8

در میتوان را SPT(p) ترکیبیاتی ساختار میشود جدید دید قابلیت ناحیهی یک وارد p وقتی :۵−۳ شکلِ

کرد. بهروز ثابت زمان

را اطلاعات این میتوان دید، قابلیت ناحیهی یک برای راسها بحرانی اطلاعات داشتن اختیار در با ۶ لم

آورد. دست به ثابت زمان در آن همسایهی ناحیهی برای

شده مشخص بحرانی خط از p و داریم اختیار در را p نقطهی بحرانی اطلاعات که کنید فرض ۴ اثبات

بحرانی اطلاعات از ما منظور که باشید داشته یاد به هستند. P راس دو v و u که میکند، عبور uv توسط

در که همانطور میباشد. نقطه این به نسبت چندضلعی راسهای بودن چپ بحرانی وضعیت نقطه، یک

در وضعیت این و نیست راسها راست به گردش وضعیت نگهداری به احتیاجی شد، اشاره ۲−۲−۳ بخش

میشود. بررسی پرسوچو زمان

v و u میگیرند، قرار تاثیر تحت مستقیم طور به که راسهایی تنها ناحیه، دو مشترک مرز از عبور در

۶−۳ (شکل دارد وجود حالت چهار دادن رخ امکان ،p به نسبت v و u بحرانی وضعیت به توجه با هستند.

v بحرانی وضعیت چهارم، حالت در اما کرد. نخواهد تغییر v بحرانی وضعیت اول، حالت سه در ببینید). را

و u هم بنابراین میدهد، انجام u در چپ گردش یک SP(p, v) مسیر مرز، با برخورد از قبل میکند: تغییر

بحرانی دیگر v و ندارد قرار SP(p, v) روی بر u برخورد، از بعد اما هستند. چپ بحرانی p به نسبت v هم

کند. تغییر است ممکن هم SPT(p) در v فرزندان همهی بحرانی وضعیت خاطر، این به نیست. چپ

در ت�غ�ی�ی�رات ای�ن پ�خ�ش ب�رای ک�ن�درو۱ ب�هروزرس�ان�ی روش ی�ک از ح�ال�ته�ا، ای�ن ک�ردن ب�ررس�ی ب�رای

p نقطهی به نسبت راس هر بحرانی اطلاعات ذخیرهی روش منظور، این به میکنیم. استفاده زیردرخت

ع�ب�ارت ک�ه ب�ح�ران�ی۲ ع�دد م�یک�ن�ی�م: ذخ�ی�ره را ج�دی�د م�ق�دار دو چ�ن�دض�ل�ع�ی، راس ه�ر در م�یده�ی�م. ت�غ�ی�ی�ر را

ع�دد ک�ه ب�ده�ی۳ ع�دد و ،(v خ�ود (ش�ام�ل م�یش�ون�د دی�ده SP(p, v) م�س�ی�ر در ک�ه LC راسه�ای ت�ع�داد از اس�ت

که است معنی این به باشد LC راس یک اگر گردد. پخش راس آن درخت زیر در باید که است بحرانیای

1Lazy Updating

2Critical Number

3Debt Number
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میکند. حرکت همسایه ناحیهی دو بین p که وقتی ،p به نسبت v بحرانی اطلاعات تغییرات :۶−۳ شکلِ

ص�ف�ر غ�ی�ر ب�ده�ی ع�دد راس ی�ک اگ�ر ه�م�چ�ن�ی�ن ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۷−۳ (ش�ک�ل اس�ت ص�ف�ر از ب�زرگ�ت�ر آن ب�ح�ران�ی ع�دد

اعداد این ذخیرهی و محاسبه شود. جمع عدد این با باید SPT(p) در آن فرزندان بحرانی عدد باشد، داشته

زم�ان در ه�م�چ�ن�ی�ن، داش�ت. ن�خ�واه�د پ�ی�شپ�ردازش ح�اف�ظ�هی و زم�ان در ت�غ�ی�ی�ری ب�ح�ران�ی اط�لاع�ات ک�ن�ار در

کنیم. بهروز ثابت زمان در را راسها بحرانی عدد میتوانیم درخت، پیمایش حین در و پرسوجو

شکل چهارم و سوم حالتهای در را بدهی و بحرانی عددهای باید جدید، اطلاعات این داشتن با

دیگر میشود، دید قابل p به نسبت v وقتی بگیرید. نظر در را چهارم حالت مثال عنوان به دهیم. تغییر ۶−۳

بحرانی عدد کاهش جای به اما میکند. تغییر ۰ به v بحرانی عدد بنابراین نیست. چپ بحرانی p به نسبت

راسه�ای ب�ح�ران�ی ع�دد ک�ه اس�ت ای�ن ده�ن�دهی ن�ش�ان ک�ه م�یده�ی�م ک�اه�ش −۱ ب�ه را v ب�ده�ی ع�دد ،v ف�رزن�دان

پیمایش هنگام در و پرسوجو زمان در کاهش این اعمال کنند. پیدا کاهش واحد یک باید v درخت زیر

دید قابل غیر p به نسبت v و کند حرکت عکس مسیر در p وقتی مشابه، طور به میافتد. اتفاق SPT(p)

میکنیم. منتقل پرسوجو زمان به مشابهی شکل به را تغییرات اعمال بدهی، عدد به ۱ کردن اضافه با گردد،

محاسبه را چاهک ناحیههای همهی اول درجهی یالهای و بحرانی اطلاعات پیشپردازش، زمان در

ی�ک�س�ان�ی اول درج�هی ی�اله�ای و ب�ح�ران�ی اط�لاع�ات ه�م�س�ای�ه ن�اح�ی�هی دو ،۶ و ۵ ل�مه�ای ب�ه ت�وج�ه ب�ا م�یک�ن�ی�م.

گ�راف ه�م�چ�ن�ی�ن م�یک�ن�ی�م. م�ش�خ�ص پ�ی�شپ�ردازش زم�ان در را راس ای�ن راس. ی�ک در اح�ت�م�الا م�گ�ر دارن�د،

قابلیت ناحیهی یک معادل راس هر گراف، این در میسازیم. را دید قابلیت ناحیههای دوگانهی جهتدار

دو ب�ی�ن ح�رک�ت در دی�د ق�اب�ل راس ی�ک اف�زای�ش ی�ا ک�اه�ش م�ع�ادل گ�راف راس دو ب�ی�ن ی�ال ی�ک و اس�ت دی�د

است. همسایه دید قابلیت ناحیهی

ای�ن از دوگ�ان�ه، گ�راف روی ب�ر و م�یک�ن�ی�م پ�ی�دا را p ش�ام�ل دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هی پ�رسوج�و، زم�ان در
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Figure 7. For example, let us consider the forth case. When v becomes visible to p, it
is no longer LC w.r.t. p. Therefore, the critical number of v is changed to 0. However,
instead of changing the critical numbers of all the children of v, we set the debit number
of v to −1, indicating that the critical numbers of all the vertices of its subtree must be
subtracted by 1. The actual propagation of this subtraction will happen at query time,
when SPT(p) will be traversed. Similarly, If p moves in the reverse path, i.e., when v
becomes invisible to p, we handle the tree in a same way by adding 1 to the debit number,
and propagating this addition in the query time.

p 1

1

1

1
2

0

0

Figure 8. The numbers represent the number of left critical vertices met from p in SPT(p).

�

In the preprocessing time, we build the dual directed graph of the visibility regions.
In this graph, every node represents a visibility region, and an edge between two nodes
corresponds to a gain of one vertex in the visibility set in one direction, and a loss in
the other direction. We compute the critical information and 1st type edges of all the
sink regions. By Lemma 3.5 and 3.6, any two neighboring regions have the same critical
information and secondary edges, except at one vertex. We associated this vertex with
the edge.

In the query time, we locate the region containing the point p, and follow any path from
this region to a sink. As each arc represents a vertex that is visible to p, and therefore to
pq, the number of arcs in the path is O(|WVP(pq)|). When traversing the path from the
sink back to the region of p, we update the critical information and the secondary edges
of the visible vertices in each region. At the original region, we would have the critical
information and the 1st type edges of this region. We perform the same procedure for
q. Having the critical information and the 1st type edges of p and q, we can compute
WVP(pq) with the algorithm of Section 3.2. In general, we have the following theorem:

Theorem 3.7 A simple polygon P can be preprocessed in O(n3 log n) time and O(n3)
space, such that given an arbitrary query line segment inside the polygon, WVP(pq) can
be computed in O(log n + |WVP(pq)|) time.

4. Weak Visibility queries in polygons with holes

In this section, we propose an algorithm for computing the weak visibility polygons in
polygonal domains. Let P be a polygon with h holes and n total vertices. Also let pq
be a query line segment. We use the idea presented in [13] and convert the non-simple
polygon P into a simple polygon Ps. Then, we use the algorithms of computing WVP
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میکند. حرکت همسایه ناحیهی دو بین p که وقتی ،p به نسبت v بحرانی اطلاعات تغییرات :۷−۳ شکلِ

دید قابل راس یک با متناظر گراف یال هر که این به توجه با میکنیم. حرکت چاهکها از یکی به ناحیه

بود. خواهد O(|WVP(pq|) مسیر این در شده طی یالهای تعداد است، pq به نسبت نتیجه در و p به نسبت

ناحیهی به چاهک ناحیهی این از برگشت با و داده قرار مبنا را آمده دست به چاهک ناحیهی اطلاعات حال

رسیدن با نهایت در میآوریم. دست به را میانی ناحیههای اول درجهی یالهای و بحرانی اطلاعات ابتدایی،

ن�ق�ط�هی ب�رای را م�ش�اب�ه�ی پ�روس�هی داش�ت. خ�واه�ی�م را p راس ب�ه م�رب�وط لازم اط�لاع�ات اب�ت�دای�ی، ن�اح�ی�هی ب�ه

م�یت�وان�ی�م ۲−۲−۳ ب�خ�ش ال�گ�وری�ت�م اج�رای ب�ا ،q و p اط�لاع�ات داش�ت�ن اخ�ت�ی�ار در ب�ا ح�ال م�یده�ی�م. ان�ج�ام q

داشت. خواهیم را زیر قضیه نتیجه در کنیم. محاسبه را WVP(pq)

ب�ه س�اخ�ت�اری ای�ج�اد و O(n۳ log n) زم�ان در رأس n ب�ا P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا ۱ قضیه

O(log n + |WVP(pq)|) زمان در را WVP(pq) ضعیف دید قابل چندضلعی میتوانیم ،O(n۳) اندازهی

کنیم. گزارش و محاسبه

خلاصه ۳−۳

چندضلعیهای درون پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی مسئلهی بررسی به فصل این در

ایجاد و O(n۳ log n) زمان در راس n با ساده چندضلعی یک پیشپردازش با که دادیم نشان پرداختیم. ساده

ضعیف دید قابل چندضلعی ،pq پارهخط یک دریافت با و پرسوجو زمان در ،O(n۳) اندازهی به ساختاری

کنیم. محاسبه O(log n+ |WVP(pq)|) زمان در میتوانیم را WVP(pq)
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ارائ�ه پ�ارهخ�ط ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی م�س�ئ�ل�هی ب�رای ک�ه ال�گ�وری�ت�م�ی دوم�ی�ن ف�ص�ل ای�ن در

O(n۲ log n) ب�ه ال�گ�وری�ت�م ای�ن ،n ان�دازهی ب�ا P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک در داد. خ�واه�ی�م ش�رح را ک�ردهای�م

در واقع pq پرسوجوی پارهخط هر بهازای را WVP(pq) و دارد نیاز حافظه O(n۲) و پیشپردازش زمان

میکند. محاسبه O(log۲ n+ |WVP(pq)|) زمان در چندضلعی،
مفهوم ابتدا در میکند. کار ساده چندضلعی متوالی تقسیم با و بازگشتی صورت به الگوریتم این

دس�ت ب�ه م�ن�اس�ب زم�ان در را آن چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان و م�یک�ن�ی�م ت�ع�ری�ف را ج�زئ�ی ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل�ی�ت

دید قابل چندضلعی محاسبهی برای روشی آن، اساس بر و کرده استفاده متوازن مثلثبندی از سپس آوریم.

میکنیم. ارائه بازگشتی شکل به ضعیف

جزئی دید قابل چندضلعی ۱−۴

ی�ک ب�رای اس�ت. ش�ده ت�ق�س�ی�م R و Lب�خ�ش دو ب�ه e ق�ط�ر ب�هوس�ی�ل�هی P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض

ش�ک�ل ب�ه را (PWVPL(pq) ی�ا (و WVPL(pq) ج�زئ�ی ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ،pq ∈ R پ�ارهخ�ط

دی�د ق�اب�ل ک�ه P از ب�خ�ش�ی ب�ا اس�ت ب�راب�ر WVPL(pq) دی�گ�ر، ع�ب�ارت ب�ه م�یک�ن�ی�م. ت�ع�ری�ف WVP(pq) ∩ L
ب�ه ح�س�اس ش�ک�ل ب�ه را WVPL(pq) چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان ب�خ�ش ای�ن در ب�اش�د. e ط�ری�ق از ض�ع�ی�ف

دس�ت ب�ه را WVP(pq) و م�یک�ن�ی�م اس�ت�ف�اده ن�ت�ی�ج�ه ای�ن از ۵−۴ ب�خ�ش در س�پ�س ک�ن�ی�م. م�ح�اس�ب�ه خ�روج�ی

میآوریم.

داده توضیح ۱−۳ بخش در که [۲۷] دیگران و Guibas الگوریتم از ،WVPL(pq) محاسبهی برای

محاسبه را چندضلعی دید قابلیت تجزیهی که است شکل این به الگوریتم کلی ایدهی میکنیم. استفاده شد

به توجه با میآوریم. دست به را مسیر کوتاهترین درخت ساختار تجزیه، این سلول هر ازای به و میکنیم

خواهد بالا داد خواهیم انجام که پیشپردازشی هزینهی است، O(n۳) دید قابلیت ناحیههای تعداد که این

بود.

۲۵



۲۶ WV P محاسبهی دوم الگوریتم .۴ فصلِ

Visibility of a Moving Segment Observer

Mojtaba Nouri Bygi 1 2, Mohammad Ghodsi 1 2

1 Department of Computer Engineering, Sharif University of Technology
P.O. Box 11365-9517, Tehran, Iran

2 IPM School of Computer Science
P.O. Box 19395-5746, Tehran, Iran

nouribaygi@ce.sharif.edu, ghodsi@sharif.edu

Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There are n non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
visibility of moving
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Figure 1. A line segment observer among
convex objects.
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Figure 2. A line segment observer among
convex objects.
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Figure 3: The partial weak visibility polygon of the segment pq is defined as the part of the
sub-polygon L that is weakly visible from pq.

To overcome, we only consider the critical constraint edges that cut e. The
number of such constraint edges isO(n) and the complexity of the decomposition
is reduced to O(n2). This decomposition can be computed in O(n2) time. We
call this decomposition the partial visibility decomposition of P with respect to
e. The remaining part of this section shows how to modify the linear algorithm
of Guibas et al. [10] so that WVPL(pq) can be computed in an output sensitive
way. First, we show how to compute the shortest path trees, and then present
our algorithm for computing WVPL(pq).

3.1. Computing the partial SPTL(p)

We define the partial shortest path tree SPTL(p) to be the subset of SPT(p)
that lead to a leaf node in L. In other words, SPTL(p) is the union of the
shortest paths from p to all the vertices of L. In this section, we show how
to preprocess the polygon P , so that for any given point p ∈ R, any part of
SPTL(p) can be traversed in an output sensitive way. The shortest path tree
SPTL(p) is composed of two kinds of edges: the primary edges that connect
the root p to its direct visible vertices, and the secondary edges that connect
two vertices of SPTL(p). Notice that if a point p crosses a critical constraint
and that constraint does not cut e, then the structure of SPTL(p) would not
change. Therefore, we can have bent primary edges that connect p to a visible
vertex from e (see Figure 4).

For the secondary edges, we define two types of edges: the 1st type secondary
edges (1st type for short) are those secondary edges that are connected to a
primary edge, and the 2nd type secondary edges are the remaining secondary
edges.

We can compute the primary edges of SPTL by using Aronov’s output sen-
sitive algorithm of computing the partial visibility polygon [1]. More precisely,
with a processing cost of O(n2 log n) time and O(n2) space, giving a point p in
query time, a pointer to the sorted list of the vertices that are visible to p can
be computed in O(log n) time.

It is also necessary to compute the list of the secondary edges of every vertex
of SPTL. Each vertex r in SPTL have O(n) possible 2nd type edges. Depending
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است دید قابل pq توسط که L زیرچندضلعی از بخشی عنوان به pq پارهخط جزئی دید قابلیت :۱−۴ شکلِ

میشود. تعریف

تعداد کردهاند. برخورد e قطر با که میگیریم نظر در را بحرانیای خطوط تنها مسئله، این رفع برای

خطوط این توسط شده تشکیل دید قابلیت تجزیهی پیچیدگی و است O(n) با برابر بحرانی خطوط این

زمان در میتوان را بحرانی خطوط این توسط شده تشکیل دید قابلیت تجزیهی .[۲] است O(n۲) با برابر

ای�ن ادام�هی در م�یگ�وی�ی�م. e ب�ه ن�س�ب�ت P ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی ت�ج�زی�ه، ای�ن ب�ه ک�رد. م�ح�اس�ب�ه O(n۲)

WVPL(pq) که شکلی به دهیم تغییر را دیگران و Guibas خطی الگوریتم چگونه که میدهیم نشان بخش

م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان اب�ت�دا در ک�ن�ی�م. م�ح�اس�ب�ه خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس زم�ان در ب�ت�وان�ی�م را

میکنیم. بیان را WVPL(pq) محاسبهی الگوریتم سپس و است محاسبه قابل چگونه

SPTL(p) جزئی مسیر کوتاهترین درخت محاسبهی ۲−۴

ب�ه ک�ه م�یک�ن�ی�م ت�ع�ری�ف SPT(p) از زی�رم�ج�م�وع�های ع�ن�وان ب�ه را SPTL(p) ج�زئ�ی م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت

به p از مسیرها کوتاهترین همهی مجموعهی SPTL(p) دیگر، عبارت به میگردد. ختم L درون راسهای

ک�ن�ی�م پ�ی�شپ�ردازش را P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان ب�خ�ش ای�ن در م�یب�اش�د. L راسه�ای

ب�ه ح�س�اس ص�ورت ب�ه SPTL(p) از دل�خ�واه ب�خ�ش ه�ر ،p ∈ R ش�ده داده ن�ق�ط�هی ه�ر ازای ب�ه ک�ه ش�ک�ل�ی ب�ه

باشد. پیمایش قابل خروجی

ب�ه را p ری�ش�هی ک�ه اول�ی�ه ی�اله�ای اس�ت: ی�ال ن�وع دو ش�ام�ل SPTL(p) م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت

توجه میکنند. متصل هم به را SPTL(p) راس دو که ثانویه یالهای و میکنند، متصل دیدش قابل راسهای

در باشد، نداشته برخورد e با بحرانی خط آن و کند عبور بحرانی خط یک از p نقطهی اگر که باشید داشته

خم اولیهی یالهای میتوانیم بنابراین کرد. نخواهد تغییر SPTL(p) ساختار p برخورد این با صورت این

نوع دو همچنین ببینید). را ۲−۴ (شکل میکند متصل e از دید قابل راس یک به را p که باشیم داشته شده

است ثانویهای یال اول) نوع یال اختصار (به اول نوع ثانویهی یال یک هستند: هم از تفکیک قابل ثانویه یال

به که است ثانویه یال یک دوم) نوع یال اختصار (به دوم نوع ثانویهی یال و است، متصل اولیه یال یک به که

نیست. متصل اولیهای یال هیچ

دست به [۲] Aronov جزئی دید قابلیت محاسبهی الگوریتم با میتوانیم را SPTL(p) اولیه یالهای
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There are n non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
visibility of moving
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Figure 1. A line segment observer among
convex objects.
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Figure 2. A line segment observer among
convex objects.
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Figure 4: SPTL for different points of R. Notice that as q and r are on the same visibility
region w.r.t. L, SPTL(q) and SPTL(r) have the same structure.

on the parent of r, a sub-list of these edges would appear in SPTL. To store
all the possible 2nd type edges of r, we compute and store this sub-list, or to
be precise, the starting and ending edges of the list, for all the possible parents
of r. As there are O(n) possible parents for a vertex, these calculations can be
performed for all the vertices of the polygon in total time of O(n2 log n) and
the data can be stored in O(n2) space. Having these data, we can, in the query
time, access the list of the 2nd type edges of any vertex in constant time.

We build the same structure for the 1st type edges. The parent of a 1st type
edge is the root of the tree. As the root can be in any of the O(n2) different
visibility regions, computing and storing the starting and ending edges in the
list of 1st type edges of a vertex cost O(n3 log n) time and O(n3) space.

We can reduce the time and space needed to compute and store these struc-
tures, having this property that two adjacent regions have only O(1) differences
in their 1st type edges.

Lemma 1. Consider a visibility region V in the polygon and suppose that the
1st type secondary edges are computed for a point p in this region. For a neigh-
boring region that share a common edge with V , these edges can be updated in
constant time.

Proof. When a view point p crosses the border of two neighboring regions, a
vertex becomes visible or invisible to p [2]. In Figure 5 for example, when p
crosses the border specified by u and v, a 1st type secondary edge of u becomes
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قابلیت یکسان ناحیههای در r و q که این به توجه با .R در مختلف نقاط برای SPTL درخت :۲−۴ شکلِ

دارند. یکسانی ساختار SPTL(r) و SPTL(q) گرفتهاند، قرار L به نسبت دید

شدهی مرتب لیست میتوانیم ،O(n۲) فضای و O(n۲ log n) پیشپردازش زمان با دقیقتر، بیان به آوریم.

کنیم. محاسبه O(log n) زمان در را L در p از دید قابل راسهای

درون r راس ی�ک ک�ن�ی�م. م�ح�اس�ب�ه را SPTL(p) راس ه�ر ث�ان�وی�هی ی�اله�ای ل�ی�س�ت ب�ای�د ه�م�چ�ن�ی�ن

ی�ک اس�ت، راس�ی چ�ه r پ�در ک�ه ای�ن ب�ه ب�س�ت�ه ب�اش�د. داش�ت�ه اح�ت�م�ال�ی دوم ن�وع ی�ال O(n) م�یت�وان�د SPTL(p)

ح�ال�ته�ای ه�م�هی ک�ه ای�ن ب�رای ک�رد. خ�واه�ن�د م�ش�ارک�ت SPTL(p) در اح�ت�م�ال�ی ی�اله�ای ای�ن از زی�رل�ی�س�ت�ی۱

زیرلیستها پایان و شروع بهتر بیان به یا زیرلیستها، این همهی کنیم، ذخیره را r دوم نوع یالهای ممکن

پ�در O(n) راس ی�ک ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا م�یک�ن�ی�م. ذخ�ی�ره و م�ح�اس�ب�ه r اح�ت�م�ال�ی پ�دره�ای ه�م�هی ب�رای را،

O(n۲) ح�اف�ظ�هی و O(n۲ log n) زم�ان در چ�ن�دض�ل�ع�ی راسه�ای ه�م�هی ب�رای م�ح�اس�ب�ات ای�ن دارد، اح�ت�م�ال�ی

قابل ثابت زمان در راس هر دوم نوع یالهای پرسوجو، زمان در اطلاعات، این داشتن با است. انجام قابل

بود. خواهد بازیابی

با است. درخت ریشهی اول نوع یال یک پدر میسازیم. اول نوع یالهای برای را مشابهی ساختار

ذخیرهی و محاسبه باشد، دید قابلیت ناحیهی O(n۲) از یک هر در میتواند درخت ریشهی که این به توجه

نیاز O(n۳) و O(n۳ log n) حافظهی و زمان به راس یک اول نوع یالهای لیست در پایان و شروع یالهای

دارای هم به نسبت اول نوع یالهای لیست همسایه، دید قابلیت ناحیهی دو در که نکته این دانستن با دارد.

کاهش را آنها نگهداری و آوردن دست به برای نیاز مورد حافظهی و زمان میتوانیم هستند، اختلاف O(۱)

دهیم.

1Sub-list
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a primary edge of p, and the 2nd type edges that start from v become 1st
type secondary edges. It can be seen that no other vertex is affected by this
movement. Processing these changes can be done in constant time, since it
includes the following changes: removing a secondary edge of u (uv), adding
a primary edge (pv), and moving an array pointer (edges of v) from the 2nd
type edges of uv to the 1st type edges of pv. Note that we know the exact
positions of these elements in their corresponding lists. Finally, the only edge
which involves in these changes can be identified in the preprocessing time (the
edge corresponding to the crossed critical constraint), so, the time we spent in
the query time would be O(1).

p

u
v

e

Figure 5: When p enters a new visibility region, the combinatorial structure of SPTL(p) can
be maintained in constant time.

Having this fact and using a persistent data structure, e.g. persistent red-
black tree [12], we can reduce the cost of storing the 1st type edges by a linear
factor. A persistent red-black tree is a red-black tree that can remember all its
intermediate versions. If a set of n linearly ordered items are stored in the tree
and we perform m update into it, any version t, for 1 ≤ t ≤ m, can be retrieved
in time O(log n). This structure can be constructed in O((m+n) log n) time by
using O(m+ n) space.

Theorem 2. A simple polygon P can be processed into a data structure with
O(n2) space and in O(n2 log n) time so that for any query point p, the shortest
path tree from p can be reported in O(log n+ k), where k is the size of the tree
that is to be reported.

Proof. First, we use Aronov’s algorithm for computing the partial visibility
polygon of p. For this, O(n2) space and O(n2 log n) time is needed in the
preprocessing phase. For the secondary edges, O(n2 log n) time and O(n2) space
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در م�یت�وان را SPTL(p) ت�رک�ی�ب�ی�ات�ی س�اخ�ت�ار م�یش�ود، دی�د ق�اب�ل�ی�ت ج�دی�د ن�اح�ی�هی وارد p وق�ت�ی :۳−۴ ش�ک�لِ

کرد. بهروز ثابت زمان

p نقطهی یک اول نوع ثانویهی یالهای که کنید فرض و بگیرید نظر در را V دید قابلیت ناحیهی یک ۷ لم

را ی�اله�ا ای�ن دارد، V ب�ا م�ش�ت�رک�ی ی�ال ک�ه ه�م�س�ای�ه ن�اح�ی�هی ی�ک ب�رای ک�ردهای�م. م�ح�اس�ب�ه را ن�اح�ی�ه ای�ن درون

کرد. بهروز ثابت زمان در میتوان

یا و دید قابل آن به نسبت چندضلعی راس یک میکند، عبور ناحیه دو بین مرز از p نقطهی وقتی ۵ اثبات

میکند، عبور v و u توسط شده مشخص مرز از p وقتی ،۳−۴ شکل در مثال عنوان به میشود. دید غیرقابل

تبدیل میشوند شروع v از که دوم نوع یالهای و میشود، p از اولیه یال یک به تبدیل u از اول نوع یال یک

این به توجه با کرد. نخواهد تغییر دیگری راس هیچ که کرد بررسی میتوان میشوند. اول نوع یالهای به

ح�ذف رس�ان�ی�د: ان�ج�ام ب�ه ث�اب�ت زم�ان در م�یت�وان را آنه�ا پ�ردازش اس�ت، زی�ر م�وارد ش�ام�ل ت�غ�ی�ی�رات ای�ن ک�ه

از (v (ی�اله�ای آرای�ه ب�ه اش�ارهگ�ر ی�ک ان�ت�ق�ال و ،(pv) اول�ی�ه ی�ال ی�ک ک�ردن اض�اف�ه ،(uv) u از ث�ان�وی�ه ی�ال ی�ک

زمان در میتوان را دارد شرکت تغییرات این در که یالی تنها .pv اول نوع یالهای به uv دوم نوع یالهای

بود. خواهد O(۱) پرسوجو برای شده صرف زمان بنابراین کرد. مشخص پیشپردازش

میتوانیم ،[۴۰] ماندگار قرمز-سیاه درخت مثلا ماندگار۲، دادهساختار یک از استفاده و ۷ لم داشتن با

ق�رم�ز-س�ی�اه�ی درخ�ت م�ان�دگ�ار، ق�رم�زس�ی�اه درخ�ت ی�ک ده�ی�م. ک�اه�ش را اول ن�وع ی�اله�ای ن�گ�ه�داری ه�زی�ن�هی

ش�ده م�رت�ب ش�یء n از م�ج�م�وع�های اگ�ر ب�ی�اورد. ی�اد ب�ه را خ�ود م�ی�ان�ی ن�س�خ�هه�ای ه�م�هی م�یت�وان�د ک�ه اس�ت

ک�ه tام ن�س�خ�هی ه�ر ک�ن�ی�م، اع�م�ال درخ�ت روی ب�ر را رس�ان�ی ب�هروز m و ب�اش�ن�د ش�ده ذخ�ی�ره درخ�ت درون

در میتوانیم را ماندگار درخت ساختار داده کنیم. بازیابی O(log n) زمان در میتوانیم را است ۱ ≤ t ≤ m
بسازیم. O(m+ n) حافظهی و O((m+ n) log n) زمان

2Persitent Data Structure



۲۹ WV P محاسبهی دوم الگوریتم .۴ فصلِ

O(n۲ log n) زمان در میتوان را آن از e شدهی داده قطر و n اندازهی به P سادهی چندضلعی یک ۲ قضیه

ج�زئ�ی م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت پ�رسوج�و، زم�ان در ک�ه ن�ح�وی ب�ه ک�ن�ی�م پ�ی�شپ�ردازش O(n۲) ح�اف�ظ�هی و

درخت شدهی گزارش بخش اندازهی k که کنیم، گزارش O(log n + k) زمان در را p شدهی داده نقطهی

میباشد.

اس�ت�ف�اده p ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ب�رای [۲] دی�گ�ران و Aronov ال�گ�وری�ت�م از اب�ت�دا ۶ اثبات

یالهای برای داریم. احتیاج O(n۲) حافظهی و O(n۲ log n) پیشپردازش زمان به منظور این به میکنیم.

دادهس�اخ�ت�ار ه�م�چ�ن�ی�ن داری�م. ن�ی�از ی�اله�ا م�ح�اس�ب�هی ب�رای O(n۲) ح�اف�ظ�هی و O(n۲ log n) زم�ان ب�ه ث�ان�وی�ه،

میشود. ساخته جزئی دید قابل تجزیهی روی بر مکانیابی

راسه�ای ل�ی�س�ت و ک�رده پ�ی�دا O(log n) زم�ان در را p ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل ن�اح�ی�هی پ�رسوج�و، زم�ان در

SPTL در اولیه یالهای با متناظر p دید قابل راسهای که این به توجه با داشت. خواهیم را p از دید قابل

آورد. خواهیم دست به هم را یالها این لیست میباشد،

قابلیت تجزیهی سلولهای همهی در گردش برای مسیر یک اول، نوع یالهای آوردن دست به برای

ب�رای را م�س�ی�ر و ک�ن�ی�م ش�روع دل�خ�واه س�ل�ول ی�ک از م�یت�وان�ی�م ،۷ ل�م ب�ه ت�وج�ه ب�ا م�یده�ی�م. ت�ش�ک�ی�ل ج�زئ�ی دی�د

اول نوع یالهای لیست برای را ماندگار قرمز-سیاه درخت مسیر، طول در بپیماییم. سلولها همهی از عبور

دارد، اول ن�وع ی�ال O(n) س�ل�ول ه�ر و دارد وج�ود س�ل�ول O(n۲) ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا م�یس�ازی�م. س�ل�ول ه�ر

دادهساختار، این داشتن با کرد. ایجاد O(n۲) حافظهی و O(n۲ log n) زمان در میتوان را دادهساختار این

م�ان�دگ�ار دادهس�اخ�ت�ار از O(log n) زم�ان در م�یت�وان را p پ�رسوج�وی ن�ق�ط�هی ش�ام�ل س�ل�ول اول ن�وع ی�اله�ای

کرد. استخراج

ه�زی�ن�هی ب�ن�اب�رای�ن داری�م. را راس آن از دوم ن�وع ی�اله�ای ل�ی�س�ت درخ�ت، راس ه�ر در ن�ه�ای�ت، در

خواهد شده پیمایش راسهای تعداد علاوهی به O(log n) اولیهی هزینهی با برابر SPTL درخت پیمایش

SPTL در شده پیمایش راسهای k که ،O(log n+ k) با است برابر پرسوجو هزینهی دیگر عبارت به بود.

است.

WVPL(pq) محاسبهی ۳−۴

و ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده ۱−۳ ب��خ��ش در ش��ده ارائ��ه خ��ط��ی ال��گ��وری��ت��م از چ��گ��ون��ه ک��ه م��یده��ی��م ن��ش��ان ب��خ��ش ای��ن در

میشود، دیده ۴−۴ شکل در که طور همان آوریم. دست به خروجی به حساس شکل به را WVPL(pq)

این به کلی ایدهی دهیم. گسترش نیست چندضلعی ضلع یک pq که مواردی به میتوانیم را الگوریتم این

ذخیره را آنها و آوریم دست به چندضلعی راسهای مورد در اضافی اطلاعات سری یک که است شکل

سازیم. ترکیب هم با را الگوریتم این مرحلهی دو ،۱−۳ بخش الگوریتم اجرای حین در که شکلی به کنیم،

وقتی چنانچه میخوانیم، p ∈ R نقطهی به نسبت (LC اختصار (به چپ بحرانی را v ∈ Lراس یک

دهد. انجام v در را خود چپ به گردش اولین مسیر این میکنیم، حرکت SP(p, v) مسیر در و SPTL(p) در

راسهای در که است محدب زنجیرهی یک LC غیر راس یک به p از مسیر کوتاهترین هر دیگر، عبارت به

راس آن ک�ه م�یش�ود گ�ف�ت�ه ای�ن ب�ه راس ی�ک ب�ح�ران�ی وض�ع�ی�ت م�یده�د. ان�ج�ام راس�ت ب�ه گ�ردش ف�ق�ط خ�ود
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is needed to compute and store these edges. Also, a point location structure is
built on top of the arrangement.

In the query time, the partial visibility region of p can be located in O(log n)
to have the sorted list of the visible vertices from p. As the visible vertices from
p correspond to the primary edges of SPTL, we also have the primary edges of
SPTL(p).

For the 1st type edges, a tour is formed to visit all the cells of the partial
visibility decomposition. From Lemma 1, we can start from an arbitrary cell,
walk along the tour, and construct a persistent red-black tree on the 1st type
edges of SPTL of a point in each cell. As there are O(n2) cells and, each cell
has O(n) 1st type edges, the structure takes O(n2) storage and can be built in
O(n2 log n) preprocessing time. Having this structure, the 1st type edges of the
cell containing p can be retrieved from the persistent data structure in O(log n)
time.

Finally, at each node of the tree, we have the list of 2nd type edges from
that node. Therefore, the cost of traversing SPTL is the number of visited
nodes of the tree, plus the initial O(log n) time. In other words, the query time
is O(log n+ k), where k is the number of the traversed edges of the SPTL.

3.2. Computing WVPL(pq)

Now that we showed how to compute SPTL(p) for any point p ∈ R in
the query time, we can use the linear algorithm presented in Section 2.2 for
computing WVP of a simple polygon and modify it to compute WVPL(pq)
in an output sensitive way. As we can see in Figure 6, the algorithm can be
extended to the cases that pq is not a polygonal edge.

p

q

e

Figure 6: In computing WVPL(pq) we can assume pq to be a polygonal edge.

The idea is to change the algorithm of Section 2.2 and make it output sen-
sitive. We store some additional information about the vertices of the polygon
in the preprocessing time, so that we can somehow merge the two phases of the
algorithm.

We say that a vertex v ∈ L is left critical (LC for short) with respect to a
point p ∈ R, if SP(p, v) makes its first left turn at v or one of its ancestors. In
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است. چندضلعی یال یک pq که کرد فرض میتوان WVPL(pq) محاسبهی در :۴−۴ شکلِ

ب�دان�ی�م، p ن�ق�ط�هی ی�ک ب�ه ن�س�ب�ت را چ�ن�دض�ل�ع�ی راسه�ای ه�م�هی ب�ح�ران�ی وض�ع�ی�ت چ�ن�ان�چ�ه ن�ه. ی�ا ه�س�ت LC

اول مرحلهی در که این به توجه با که باشید داشته توجه داریم. را p نقطهی بحرانی اطلاعات که میگوییم

در راست به گردش وضعیت ذخیرهی به احتیاجی میکنیم، بررسی راسها در را راست به گردش الگوریتم

نداریم. پیشپردازش زمان

اول عمق صورت به را SPTL(p) درخت اول مرحلهی در است: شکل این به ما الگوریتم کلیات

اگر خیر. یا هست چپ بحرانی q به نسبت راس این آیا که میکنیم بررسی راس هر در میکنیم. پیمایش

ب�ود. ن�خ�واه�ن�د ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل pq ب�ه ن�س�ب�ت راس ای�ن ف�رزن�دان ک�ه ب�ود خ�واه�ی�م م�ط�م�ئ�ن م�ا ب�اش�د، ای�نچ�ن�ی�ن

در برسیم. آن به دوباره دوم مرحلهی در تا میکنیم متوقف را آن زیردرخت و راس این پردازش بنابراین

صورت راست به گردش یک آیا که میکنیم بررسی و میدهیم ادامه را راس عادی پردازش صورت، غیراین

ادامه درخت راسهای همهی بررسی تا را اول مرحلهی ببینید). را ۱−۳ بخش (الگوریتم نه یا است گرفته

میکنیم. دنبال قبل شیوهی به را الگوریتم و کرده پیمایش را SPTL(q) درخت دوم، مرحلهی در میدهیم.

هستند. WVPL(pq) راسهای SPTL(q) و SPTL(p) در شده پیمایش راسهای همهی ۸ لم

و کرده محاسبه را دید قابلیت ناحیهی هر از راس یک بحرانی اطلاعات پیشپردازش، مرحلهی در

قابلیت ناحیههای ،pq پارهخط دریافت با و پرسوجو زمان در میدهیم. نسبت ناحیه آن به را اطلاعات این

و کرده اجرا را الگوریتم میتوانیم ناحیه، دو این بحرانی اطلاعات از استفاده با میکنیم. پیدا را q و p دید

کنیم. محاسبه را WVPL(pq)

ن�گ�ه�داری ب�رای اس�ت، O(n۲) ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی در ن�اح�ی�هه�ا ت�ع�داد ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا

SPTL مسیر کوتاهترین درخت ناحیه، هر برای داریم. احتیاج O(n۳) فضای به ناحیهها بحرانی اطلاعات

راس ه�ر ب�ح�ران�ی اط�لاع�ات درخ�ت، پ�ی�م�ای�ش ب�ا و م�یک�ن�ی�م م�ح�اس�ب�ه ن�اح�ی�ه درون دل�خ�واه ن�ق�ط�هی ی�ک ب�رای را

ای�ن ن�گ�ه�داری ب�رای O(n) ان�دازه ب�ه آرای�ه ی�ک ن�اح�ی�ه، ه�ر ب�رای م�یآوری�م. دس�ت ب�ه ن�اح�ی�ه آن ب�ه ن�س�ب�ت را

ب�رای ۲−۴ ب�خ�ش در ش�ده داده ت�وض�ی�ح دادهس�اخ�ت�ار ه�م�چ�ن�ی�ن م�یگ�ی�ری�م. ن�ظ�ر در راسه�ا ب�ح�ران�ی اط�لاع�ات

میکنیم. محاسبه O(n۲) حافظهی و O(n۲ log n) زمان در را SPTL محاسبه

به توجه با میکنیم. مشخص O(log n) زمان در را q و p دید قابلیت ناحیههای پرسوجو، زمان در

پرسوجو زمان ،۸ لم گرفتن نظر در با و است، O(۱) برابر راس هر پردازش برای نیاز مورد زمان که این
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Figure 7: Changes in the critical state of v w.r.t. p, as p moves between the two regions.

To improve this result, we use the fact that any two adjacent regions have
O(1) differences in their critical information.

Lemma 3. In the path between neighboring visibility regions, the changes of the
critical information can be handled in constant time.

Proof. Suppose that we want to maintain the critical information of p and p
is crossing the critical constraint defined by uv, where u and v are two reflex
vertices of P . Recall that by critical information, we mean whether the vertices
of P are left critical w.r.t. p or not. As stated in Section 3.2, we do not store
the right turn states of the vertices of P and the right turns will be checked at
the query time.

The only vertices that are affected directly by this change are u and v.
Depending on the critical states of u and v w.r.t. p, four situations may occur
(see Figure 7). In the first three cases, the critical state of v will not change. In
the forth case, however, the critical state of v will change. Before the cross, the
shortest path makes a left turn at u, therefore, both u and v are LC w.r.t. p.
However, after the cross, v is no longer LC. This means that the critical state
of all the children of v in the SPTL(p) may change as well.

To handle these cases, we use a lazy updating method to propagate these
changes across the tree. To do this, we modify the way that we store the critical
information of each vertex w.r.t. p. At each vertex v, we store two additional
values: the critical number, which is the number of LC vertices we met in the
path SP (p, v) from p, and the debit number, which is the critical number that
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میکند. حرکت ناحیه دو بین p وقتی ،pq به نسبت v راس بحرانی وضعیت در تغییرات :۵−۴ شکلِ

بود. خواهد O(log n+ |WVPL(pq)|) برابر

جزئی، دید قابلیت ناحیهی یک در نقطه یک برای راسها بحرانی اطلاعات داشتن اختیار در فرض با ۹ لم

آورد. دست به آن همسایهی ناحیهی برای ثابت زمان در میتوان را اطلاعات این

شده مشخص بحرانی خط از p و داریم اختیار در را p نقطهی بحرانی اطلاعات که کنید فرض ۷ اثبات

راسه�ای�ی ت�ن�ه�ا ن�اح�ی�ه، دو م�ش�ت�رک م�رز از ع�ب�ور در ه�س�ت�ن�د. P راس دو v و u ک�ه م�یک�ن�د، ع�ب�ور uv ت�وس�ط

ب�ه ن�س�ب�ت v و u ب�ح�ران�ی وض�ع�ی�ت ب�ه ت�وج�ه ب�ا ه�س�ت�ن�د. v و u م�یگ�ی�رن�د ق�رار ت�اث�ی�ر ت�ح�ت م�س�ت�ق�ی�م ط�ور ب�ه ک�ه

v ب�ح�ران�ی وض�ع�ی�ت اول، ح�ال�ت س�ه در ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۶−۳ (ش�ک�ل دارد وج�ود ح�ال�ت چ�ه�ار دادن رخ ام�ک�ان ،p

بحرانی، خط با برخورد از قبل میکند. تغییر v بحرانی وضعیت چهارم، حالت در اما کرد. نخواهد تغییر

بحرانی p به نسبت v هم و u هم بنابراین میدهد، انجام u در چپ گردش یک SP(p, v) مسیر کوتاهترین

خاطر این به نیست. چپ بحرانی دیگر v و ندارد قرار SP(p, v) روی بر u برخورد، از بعد اما هستند. چپ

کند. تغییر است ممکن هم SPTL(p) در v فرزندان همهی بحرانی وضعیت

درون تغییرات این پخش برای کندرو۳ رسانی بهروز روش یک از حالتها، این کردن بررسی برای

را p نقطهی به نسبت راس هر بحرانی اطلاعات ذخیرهی روش منظور، این به میکنیم. استفاده زیردرخت

از است عبارت که بحرانی عدد میکنیم: ذخیره را جدید مقدار دو چندضلعی، راس هر در میدهیم. تغییر

بحرانیای عدد که بدهی عدد و ،(v خود (شامل میشوند دیده SP(p, v) مسیر در که LC راسهای تعداد

بحرانی عدد که است معنی این به باشد LC راس یک اگر گردد. پخش راس آن درخت زیر در باید که است

3Lazy Updating
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Figure 8: The critical number represents the number of the left critical vertices met from p in
SPTe(p).

all the children of v, we set the debit number of v to -1, indicating that the
critical numbers of all the vertices of its subtree must be subtracted by 1. The
actual propagation of this subtraction will happen at query time, when SPTL(p)
will be traversed. Similarly, If p moves in the reverse path, i.e., when v becomes
invisible to p, we handle the tree in a same way by adding 1 to the debit number,
and propagating this addition in the query time.

A persistent data structure can be used to reduce the costs to O(n2 log n)
preprocessing time and O(n2) storage. We form a tour visiting all the cells and
construct a persistent red-black tree on the critical information and the 2nd type
edges of all the nodes. The structure takes O(n2) storage and can be built in
O(n2 log n) preprocessing time. In addition, we build a point location structure
on top of the arrangement, which can be done in O(n2) time and O(n2) space
[9].

Theorem 4. Given a polygon P and a diagonal e which cuts P into two parts,
L and R, and using O(n2 log n) time, we can construct a data structure of size
O(n2) so that, for any query line segment pq ∈ R, the partial weak visibility
polygon WVPL(pq) can be reported in O(log n+ |WVPL(pq)|) time.

3.3. Computing WVPL(pq) for Extended Line Segments

Here, we define the concept of the partial weak visibility polygon for an
extended line segment. Assume that P is a polygon of size n and P ′ is a sub-
polygon of P (see Figure 9). The size of P ′ is m and it is divided by diagonal e′

to two sub-polygons L′ and R′. Also, assume that the line segment pq is on the
right side of e′, and is cutting R′. As pq is not completely inside R′, we call it
an extended line segment for P ′. We can also define the weak visibility polygon
of and extended line segment in a similar way.

It can be shown that by preprocessing the polygon P in O(n) time and space,
for any sub-polygon P ′, we can preprocess it in time O(m2 logm) and build a
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میشود. دیده SPTe(p) در p از که چپ بحرانی راسهای تعداد با است برابر بحرانی عدد :۶−۴ شکلِ

عدد باشد، داشته صفر غیر بدهی عدد راس یک اگر همچنین ببینید). را ۶−۴ (شکل است صفر از بزرگتر آن

در اعداد این ذخیرهی و محاسبه که کنید توجه شود. جمع عدد این با باید SPT(p) در آن فرزندان بحرانی

پرسوجو زمان در همچنین داشت. نخواهد پیشپردازش حافظهی و زمان در تغییری بحرانی اطلاعات کنار

کنیم. بهروز ثابت زمان در را راسها بحرانی عدد میتوانیم درخت، پیمایش حین در و

به دهیم. تغییر ۵−۴ شکل چهارم و سوم حالتهای در را اعداد باید جدید، اطلاعات این داشتن با

بحرانی p به نسبت دیگر میشود، دید قابل p به نسبت v وقتی بگیرید. نظر در را چهارم حالت مثال عنوان

ع�دد ،v ف�رزن�دان ب�ح�ران�ی ع�دد ک�اه�ش ج�ای ب�ه ام�ا م�یک�ن�د. ت�غ�ی�ی�ر ۰ ب�ه v ب�ح�ران�ی ع�دد ب�ن�اب�رای�ن ن�ی�س�ت. چ�پ

باید v درخت زیر راسهای بحرانی عدد که است این دهندهی نشان که میدهیم کاهش −۱ به را v بدهی

ات�ف�اق SPTL(p) پ�ی�م�ای�ش ه�ن�گ�ام در و پ�رسوج�و زم�ان در ک�اه�ش ای�ن اع�م�ال ک�ن�ن�د. پ�ی�دا ک�اه�ش واح�د ی�ک

اضافه با گردد، دید قابل غیر p به نسبت v و کند حرکت عکس مسیر در p وقتی مشابه، طور به میافتد.

میکنیم. اعمال پرسوجو زمان در مشابهی شکل به را تغییرات بدهی، عدد به ۱ کردن

O(n۲ log n) به پیشپردازش زمان کاهش برای ماندگار دادهساختار یک از میتوانیم ۹ لم به توجه با

ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی س�ل�وله�ای ه�م�هی پ�ی�م�ای�ش ب�رای م�س�ی�ر ی�ک ک�ن�ی�م. اس�ت�ف�اده O(n۲) ح�اف�ظ�هی و

ای�ن م�یده�ی�م. ت�ش�ک�ی�ل س�ل�وله�ا ب�ح�ران�ی اط�لاع�ات ب�رای م�ان�دگ�ار ق�رم�ز-س�ی�اه درخ�ت و م�یده�ی�م ت�ش�ک�ی�ل

ح�اف�ظ�هی و زم�ان در ه�م�چ�ن�ی�ن ک�رد. ای�ج�اد O(n۲) ح�اف�ظ�هی و O(n۲ log n) زم�ان در م�یت�وان را دادهس�اخ�ت�ار

را زیر قضیهی نهایت در .[۳۱] میکنیم ایجاد دید قابلیت تجزیهی روی بر را مکانیابی ساختار داده O(n۲)

داشت. خواهیم

اس�ت ش�ده ت�ق�س�ی�م R و Lب�خ�ش دو ب�ه e ق�ط�ر وس�ی�ل�هی ب�ه ک�ه را راس n ب�ا P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی ۳ قضیه

چ�ن�دض�ل�ع�ی ک�ه ک�رد پ�ردازش پ�ی�ش ب�هگ�ون�های ح�اف�ظ�ه O(n۲) م�ص�رف ب�ا و O(n۲ log n) زم�ان در م�یت�وان

O(log n+ |WVPL(pq)|) زمان در بتوان را R در واقع pq پارهخط هر برای WVPL(pq) جزئی دید قابل

کرد. محاسبه
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
visibility of moving

p

q

Ce(q)e′L′

R′

Figure 1. A line segment observer among
convex objects.

piqi ri

ei

Li

Ri

Figure 2. A line segment observer among
convex objects.

Figure 9: We can compute WVPL′ (pq) for an extended line segment in a sub-polygon of size
m, in time O(logm + k′), with a preprocessing of time O(m2 logm) and O(m2) space, by
preprocessing the main polygon in O(n) time and space.

data structure of size O(m2) space, so that we can answer the partial weak
visibility queries for extended line segments in time O(k′ + logm), where k′ is
the size of the output.

As the algorithm of Section 3.2 relies on SPT(p) and SPT(q), if we manage
to compute them in the specified times, we can compute WVPL′(pq). On the
other hand, computing SPT(p) relies on the Aronov’s algorithm of computing
the partial visibility polygon [1]. This algorithm can be altered to accept an
extended point p, which can be defined in a similar way as the extended line
segments. In other words, if we build a data structure of size O(n) in time
O(n), we can compute the Ce(p) in O(log n) time, where Ce(p) is the infinite
cone with apex p and delimited by the endpoints of the visible portion of e′.
The other parts of our algorithm is based on the visibility decomposition of the
sub-polygon L′, which has O(m2) complexity.

This result will be used in the next section, when we want to compute the
weak visibility polygon of a line segment.

4. Computing WVP by a balanced triangulation

There is always a diagonal e of a simple polygon that cuts P into two pieces,
each having at most 2n/3 vertices [5]. We can recursively subdivide and build
a balanced binary tree, where the leaves are triangles and each interior node i
corresponds to a subpolygon Pi and a diagonal ei. Each diagonal ei divides Pi
into two subpolygons, Li and Ri, which respectively correspond to the left and
right subtrees of i (see Figure 10). We build the data structures described in
Section 3 for Li and Ri with respect to ei.

To compute WVP(pq), p and q will be located among the leaf triangles. In
the simplest case, both p and q belong to the same triangle (see Figure 11).
First we explain this situation. We construct PWVPi(pq) for each i from the
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ان�دازهی ب�ه P ′ زی�رچ�ن�دض�ل�ع�ی م�یت�وان ،O(n) ح�اف�ظ�هی و زم�ان در چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا :۷−۴ ش�ک�لِ

ب�رای را WVP′L(pq) ک�ه ن�ح�وی ب�ه ک�رد پ�ی�شپ�ردازش O(m۲) و O(m۲ logm) ح�اف�ظ�هی و زم�ان در را m

P ′ درون WVP′L(pq) اندازهی k′ که آورد، دست به O(logm+ k′) زمان در یافته گسترش پارهخط یک

میباشد.

یافته گسترش پارهخطهای برای WVPL(pq) محاسبهی ۴−۴

فرض میکنیم. تعریف یافته گسترش پارهخطهای برای را ضعیف دید قابل چندضلعی مفهوم بخش این در

ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۷−۴ (ش�ک�ل ب�اش�د P از زی�رچ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک P ′ و راس n ب�ا س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک P ک�ه ک�ن�ی�د

R′ و L′ ب�خ�ش دو ب�ه e′ ق�ط�ر ت�وس�ط چ�ن�دض�ل�ع�ی ای�ن و اس�ت m ب�راب�ر P ′ ان�دازهی ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ه�م�چ�ن�ی�ن

ک�ام�لا pq ک�ه آن�ج�ای�ی از م�یک�ن�د. ق�ط�ع را R′ و ب�وده e′ راس�ت س�م�ت در ن�ی�ز pq خ�ط پ�اره اس�ت. ش�ده ت�ق�س�ی�م

پ�ارهخ�ط ی�ک ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�یگ�وی�ی�م. ی�اف�ت�ه گ�س�ت�رش پ�ارهخ�ط ی�ک آن ب�ه ن�ی�س�ت، R′ درون

از و pq توسط که L′ از بخشی یعنی میکنیم. تعریف مشابهی شکل به را e′ به نسبت pq یافته گسترش

میباشد. دید قابل e′ طریق

از P ′ زیرچندضلعی هر ازای به ،O(n) حافظهی و زمان در P پیشپردازش با که داد نشان میتوان

یک ازای به که نحوی به کنیم پیشپردازش O(m۲) حافظهی و O(m۲ logm) زمان در را P ′ میتوانیم ،P
O(logm+ |WVPL′(pq)|) زمان در را جزئی دید قابل چندضلعی ،P ′ به نسبت یافته گسترش pq پارهخط

است. P ′ اندازهی m و P اندازهی n جا این در آوریم. دست به

متوازن مثلثبندی از استفاده با WVP محاسبهی ۵−۴

هر اندازهی و میکند تقسیم بخش دو به را P که دارد وجود e قطر یک ،P سادهی چندضلعی هر ازای به

افزودن با و بازگشتی بهصورت را P میتوانیم موضوع، این از استفاده با .[۷] میباشد ۲n/۳ حداکثر بخش

ن�وع ای�ن ب�رس�ی�م. م�ت�وازن م�ث�ل�ثب�ن�دی ی�ک ب�ه پ�ای�ان در ت�ا ک�ن�ی�م ت�ق�س�ی�م R و L ب�خ�شه�ای ب�ه داخ�ل�ی ق�ط�ره�ای
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leaf to the root. Here, PWVPi(pq) is the partial weak visibility polygon of pq
in Pi with respect to ei. For the leaf node, it is the corresponding triangle, and
for other nodes, it can be computed inductively. In each step, the merging of
the computed polygons can be done in O(log n) time.
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The space and time needed for building an exterior visibility decomposition
of a simple polygon with m vertices are O(m2) and O(m2 logm), respectively.
Thus, the inductive procedure can be expressed as the following equations:

S(n) = max
n/3≤m≤2n/3

(S(m) + S(n−m)) + Θ(n2),

T (n) = max
n/3≤m≤2n/3

(S(m) + S(n−m)) + Θ(n2 log n)

Therefore, S(n) = Θ(n2), and T (n) = Θ(n2 log n). With the same analysis as
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پارهخط. ضعیف دید قابلیت محاسبهی در ابتدایی حالت :۹−۴ شکلِ

از نمونهای هستند. شده تشکیل مثلثهای آن برگهای که میگردد متوازن درخت یک به منجر مثلثبندی

با متناظر i میانی راس هر متوازن درخت این در است. شده داده نشان ۸−۴ شکل در متوازن بندی مثلث این

میشود. تقسیم Ri و Li زیرچندضلعی دو به ei قطر توسط که است Pi زیرچندضلعی یک

س�ادهت�ری�ن در م�یک�ن�ی�م. پ�ی�دا ن�ه�ای�ی م�ث�ل�ثه�ای م�ی�ان در را q و p اب�ت�دا ،WVP(pq) م�ح�اس�ب�هی ب�رای

ب�رگ، ت�ا درخ�ت ری�ش�هی از i ه�ر ازای ب�ه .(۹−۴ (ش�ک�ل ه�س�ت�ن�د م�ث�ل�ث ی�ک ب�ه م�ت�ع�ل�ق دو ه�ر q و p ح�ال�ت

Pi در pq جزئی دید قابل چندضلعی با برابر PWVPi(pq) اینجا در میآوریم. دست به را PWVPi(pq)

برای میباشد. دارد قرار آن درون پارهخط که مثلثی با برابر مقدار این درخت، برگ برای است. ei به نسبت

هر در میشود. انجام محاسبات جزئی دید قابل چندضلعی برای شده بیان الگوریتم اساس بر موارد، سایر

میباشد. انجام قابل O(log n) زمان در هم به دید قابل چندضلعیهای اتصال مرحله،

ضعیف دید قابل چندضلعی مسئلهی به پاسخ برای نیاز مورد دادهساختار ساخت که این به توجه با

مصرفی حافظهی مورد در دارد، نیاز حافظه O(m۲) و زمان O(m۲ logm) به راس، m با چندضلعی یک در
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Figure 12: The specified nodes correspond to the computed partial WVPs in Figure 10.

in [1], we can calculate the query time. Two point locations can be done in
O(log n) time. As the triangulation is balanced, any path from the root to a
leaf node has O(log n) length. As we showed in Theorem 4, the time needed to
compute PWVPi(pq) at step i is O(log n + |PWV Pi(pq)|). Also, the merging
at each step can be done in O(log n) time. Therefore, the total query time is
O(log n+

∑
i(log n+ |PWV Pi(pq|)), or O(log2 n+ |WV P (pq)|).

The tricky part is when p and q are on different triangles. Assume that
at step i, the query line segment is piqi and it is in the sub-polygon Pi. The
sub-polygon Pi is divided by diagonal ei to two sub-polygons Li and Ri. If piqi
does not intersect ei, without loss of generality, assume that piqi is located in
Ri (see Figure 14). We do the normal procedure of the algorithm and compute
PWVPLi(piqi). We continue to recursively compute weak visibility polygon on
Ri. In this case, the time needed by this step can be expressed as T (ni, piqi) =
T (ni/2, piqi) +O(log ni) + |PWVPLi(piqi)|.

On the other hand, if piqi and ei intersect at point ri, without loss of gen-
erality, assume that pi is in Ri and qi is in Li (see Figure 13). We can express
WVP(piqi) as the union of two weak visibility polygons on extended line seg-
ment piqi (see Section 3.3): the weak visibility polygon of piqi in Ri, and the
weak visibility polygon of piqi in Li. In other words, we must compute two weak
visibility sub-problems. Having these two visibility polygons, the union of them
can be merged in time |WVPPi(piqi)|. According to the Theorem 4, the query
time spent at step i can be expressed as: T (ni, piqi) = 2T (ni/2, piqi)+O(log ni).

The preprocessing costs of the algorithm is the same as before. For the query
time, a naive analysis leads to the recursive equation T (n) = 2T (n/2)+O(log n),
or T (n) = O(n). But we show how to express the query time in terms of the
number of times that the line segment cuts the diagonals, by analyzing the
recursion tree of the equations. If pq intersects the diagonals of the triangulation
at κ steps, we have κ branches in the balanced binary tree associated with the
triangulation. For a constant κ, the maximum cost will happen if these branches
are near the root. Otherwise, if there is a binary node in the tree and it has an
ancestor node with one child, we can replace these nodes and move the binary
equation upward, and obtain a new tree that have more processing cost.

Figure 15 depicts this case. As you can see, it consists of a complete balanced
tree with κ nodes, and its height is log κ. There are also κ paths in the tree
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به مربوط شده محاسبه دید قابل چندضلعیهای با متناظر درخت، در شده مشخص راسهای :۱۰−۴ شکلِ

میباشد. ۸−۴ شکل مسئلهی

راب�ط�هه�ای م�یش�ون�د، داده ن�ش�ان T (n) و S(n) ب�ا ت�رت�ی�ب ب�ه ک�ه ک�ل، پ�ردازش پ�ی�ش ب�ه م�رب�وط اج�رای زم�ان و

است: برقرار زیر

S(n) = maxn/۳≤m≤۲n/۳(S(m) + S(n−m)) + Θ(n۲)

T (n) = maxn/۳≤m≤۲n/۳(T (m) + T (n−m)) + Θ(n۲ log n)

ه�ر ازای ب�ه اس�ت. O(n۲ log n) پ�ردازش پ�ی�ش اج�رای زم�ان و O(n۲) م�ص�رف�ی ح�اف�ظ�ه ک�ل ب�ن�اب�رای�ن

م�یآوری�م. دس�ت ب�ه O(log n) زم�ان در را اس�ت ش�ده واق�ع آن در پ�ارهخ�ط ک�ه م�ث�ل�ث�ی پ�رسوج�و، پ�ارهخ�ط

O(log n) ان��دازهی دارای درخ��ت ری��ش��هی ب��ه ب��رگ از م��س��ی��ر ه��ر م��ث��ل��ثب��ن��دی، ب��ودن م��ت��وازن ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ب�ا ب�راب�ر PWVPi(pq) م�ح�اس�ب�هی ب�رای ن�ی�از م�ورد زم�ان دادی�م، ن�ش�ان ۳ ق�ض�ی�هی در ک�ه ه�م�انط�ور اس�ت.

زمان در را مرحله هر در آمده دست به چندضلعیهای ترکیب همچنین میباشد. O(log n+ PWVPi(pq))

O(log n+
∑
i(log n+ |PWVPi(pq)|)) با برابر پرسوجو کلی زمان بنابراین داد. انجام O(logمیتوان n)

بود. خواهد O(log۲ n+ |WVP(pq)|) یا و
پارهخط iام مرحلهی در که کنید فرض باشند. مجزا مثلث دو در q و p که است وقتی دشوار قسمت

است. شده تقسیم Ri و Li قسمت دو به ei قطر توسط که باشد Pi زیرچندضلعی درون piqi پرسوجوی

گرفته قرار Ri در piqi که کنید فرض مسئله، کلیت رفتن بین از بدون باشد، نداشته برخورد ei با piqi اگر

را PWVPLi(piqi) و میدهیم انجام را الگوریتم عادی روند حالت این در ببینید). را ۱۱−۴ (شکل باشد

در میکنیم. محاسبه Ri در را جزئی ضعیف دید قابل چندضلعی بازگشتی شکل به سپس میکنیم. محاسبه

قابل T (ni, piqi) = T (ni/۲, piqi) +O(log ni) + PWVPLi(piqi) شکل به نیاز مورد زمان حالت، این

است. بیان

م�س�ئ�ل�ه ک�ل�ی�ت رف�ت�ن ب�ی�ن از ب�دون ب�اش�د، داش�ت�ه ب�رخ�ورد ri ن�ق�ط�هی در ei ب�ا piqi اگ�ر دی�گ�ر ط�رف از

به را WVP(piqi) میتوان ببینید). را ۱۲−۴ (شکل باشد داشته قرار Li در qi و Ri در pi که میکنیم فرض

قابل چندضلعی داد: نشان یافته گسترش پارهخطهای برای جزئی دید قابلیت زیرمسئله دو اجتماع شکل

باید جواب آوردن دست به برای دیگر عبارت به .Li در piqi از دید قابل چندضلعی و Ri در piqi از دید
زمان در میتوان را آنها اجتماع زیرمسئله، دو این جواب داشتن با بیاوریم. دست به را زیرمسئله دو جواب
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
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ع���ب���ارت ب���ا ح���ال���ت ای���ن پ���ارهخ���ط. دی���د ق���اب���ل���ی���ت ب���ازگ���ش���ت���ی م���ح���اس���ب���هی در دوم ح���ال���ت :۱۲−۴ ش���ک���لِ

است. بیان قابل WVP(piqi) = WVPRi(piqi) + WVPLi(piqi)

برابر مرحله این در شده صرف پرسوجوی زمان ،۳ قضیه به توجه با آورد. دست به O(|WVPPi(piqi)|)
بود. خواهد T (ni, piqi) = ۲T (ni/۲, piqi) +O(log ni)) با

خام تحلیل یک پرسوجو زمان هزینهی مورد در است. قبل همانند الگوریتم پیشپردازش هزینهی

که میدهیم نشان اینجا در میشود. منجر T (n) = O(n) یا و T (n) = ۲T (n/۲) + O(log n) رابطهی به

κ در pq اگ�ر ک�ن�ی�م. واب�س�ت�ه ب�رش�ی ق�ط�ره�ای ب�ا pq پ�ارهخ�ط ب�رخ�ورده�ای ت�ع�داد ب�ه را پ�رسوج�و زم�ان چ�گ�ون�ه

خواهیم مثلثبندی متناظر دودویی درخت در شاخه κ کند، برخورد متوازن بندی مثلث از قطری با مرحله

بستگی دودویی درخت درون شده طی شاخههای تعداد به اجرا زمان هزینهی که این به توجه با داشت.

رخ ریشه نزدیکی در شاخهها این که میافتد اتفاق زمانی هزینه بیشترین ،κ ثابت مقدار یک برای دارد،

درخت یک شامل درخت این میشود، دیده که همانطور میدهد. نشان را حالت این ۱۳−۴ شکل دهند.

است log n− log k = log n/κ هرکدام طول که مسیر κ همچنین و برگ، κ و log κ ارتفاع به کامل متوازن

از کدام هر همچنین است. T (m) = ۲T (m/۲) + logm معادلهی با متناظر درخت اول بخش میباشد.



۳۷ WV P محاسبهی دوم الگوریتم .۴ فصلِ

n

n
2

...

n
2log κ

...

n
2logn

n
κ

...

1

...

n
κ

...

1

n
κ

...

1

n
2

...

n
κ

...

1

n
κ

...

1

...

n
κ

...

1

n
κ

...

1

Figure 15: The worst case scenario in computing WVP(pq). It consists of a complete balanced
tree with height log κ, and κ paths with length logn− log κ = log n

κ
.

with length log n − log κ = log n
κ . The first part of the tree corresponds to

the equation T (m) = 2T (m/2) + logm. Also, each path in the second part
corresponds to the equation T (m) = T (m/2) + logm, with the staring value of
m = n/κ.

We can expand the recursion tree as the following equations:

T (n) = κ

n/κ∑

i=1

log i+

log2 κ∑

i=0

2i log(n/2i)

= κ log2 n

κ
+ log n

log2 κ∑

i=0

2i −
log2 κ∑

i=0

i2i

By plugging in the geometric sequence summation formula and the following
formula

n∑

k=1

kak =
a(1− an)

(1− a)2
− nan+1

1− a
we get

T (n) ≤ κ log2(n/κ) + κ log n− κ log κ

= κ log2(n/κ) + κ log(n/κ)

As each intersection of the query line segment with a diagonal can be mapped
to a unique vertex in WVP(pq), we have κ ≤ |WVP(pq)|. Therefore, in total,
the query time is O(|WVP(pq)|+ log2 n+ κ log2(n/κ)).

In summary, we have the following theorem:

Theorem 5. A simple polygon P can be processed in time O(n2 log n) into a
data structure of size O(n2) so that, for any query line segment pq, WVP(pq) can
be reported in time O(|WVP(pq)|+ log2 n+κ log2(n/κ)) where κ ≤ |WVP(pq)|.
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به متوازن درخت یک از شده تشکیل درخت این .WVP(pq) محاسبهی برای حالت بدترین :۱۳−۴ شکلِ

میباشد. log n− log κ = log n
κ اندازهی به مسیر κ و ،log κ ارتفاع

میباشد. m = n/κ اولیهی مقدار با و T (m) = T (m/۲) + logm معادلهی با متناظر دوم بخش مسیرهای

داد: گسترش زیر شکل به توان می را بازگشتی معادلات این

T (n) = κ
∑n/κ
i=۱ log i+

∑log۲ κ
i=۰ ۲i log(n/۲i)

T (n) = κ log۲ n
κ + log n

∑log۲ κ
i=۰ ۲i −∑log۲ κ

i=۰ i۲i

زیر فرمول و هندسی سری جمع رابطهی از استفاده با

∑n
k=۱ ka

k = a(۱−an)
(۱−a)۲ − nan+۱

۱−a

داشت: خواهیم

T (n) ≤ κ log۲(n/κ) + κ log n− κ log κ

T (n) ≤ κ log۲(n/κ) + κ log(n/κ)

ب��ه م��یت��وان را ب��رش��ی ق��ط��ر ی��ک ب��ا پ��رسوج��و پ��ارهخ��ط ب��رخ��ورد ن��ق��ط��هی ه��ر ک��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ب�ا ب�راب�ر پ�رسوج�و زم�ان ک�ل�ی ح�ال�ت در ب�ن�اب�رای�ن .κ ≤ |WVP(pq)| ک�رد، ن�گ�اش�ت WVP(pq) راس ی�ک

داشت: خواهیم مجموع در بود. خواهد O(|WVP(pq)|+ log۲ n+ κ log۲(n/κ))

پ�ی�شپ�ردازش O(n۲) ح�اف�ظ�هی و O(n۲ log n) زم�ان در م�یت�وان�ی�م را P س�ادهی چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک ۴ قضیه

O(|WVP(pq)|+ κ log۲ n
κ ) زمان در را WVP(pq) ،pq پرسوجوی پارهخط هر برای طوریکه به کنیم

میباشد. pq پارهخط به وابسته مقداری κ ≤ |WVP(pq)| آن در که کنیم، گزارش
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Appendix A. Analyzing the Term κ log2(n/κ)

The query time of our algorithm is O(|WVP(pq)|+ log2 n+ κ log2(n/κ)). κ
is the number of intersections of the query line segment with the diagonals of
the balanced triangulation. Although κ = O(|WVP(pq)|), usually κ is much
smaller than |WVP(pq)|.

For small values of κ, κ log2(n/κ) = O(log2 n), and for large value of it,
κ log2(n/κ) = O(κ) = O(|WVP(pq)|). The diagram of Figure A.16 gives a sense
of the behaviour of the term κ log2(n/κ). The derivative of this term for a con-
stant n, in terms of κ, is log2 n+ (−2 log κ− 2) log n+ log2 κ+ 2 log κ. A simple
calculation shows that the equation makes its maximum value at κ = exp−2 n,
and the maximum value is 4κ. As for the higher values of κ, κ log2(n/κ) de-
creases, we can say that for κ ≥ exp−2 n, κ log2(n/κ) = O(κ) = O(|WVP(pq)|).
In other words, for κ ≥ exp−2 n, we can express the processing time of the
algorithm simply as O(|WVP(pq)|+ log2 n).
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Figure A.16: Diagram of κ log2(n/κ) for some values of n. The horizontal axis is κ and the
vertical axis is the value of κ log2(n/κ). At each curve, the maximum value is achieved at
κ = exp−2 n and the maximum value at this point is 4κ.
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κ log۲(n/κ) مقدار عمودی محور و κ افقی محور .n مقدار چند برای κ log۲(n/κ) نمودار :۱۴−۴ شکلِ

ب�ه ب�ی�ش�ی�ن�ه م�ق�دار و م�یآی�د، دس�ت ب�ه κ = exp−۲ n در ب�ی�ش�ی�ن�ه م�ق�دار م�ن�ح�ن�یه�ا ای�ن از ک�دام ه�ر در م�یب�اش�د.

است. κ = exp−۲ n با برابر مقدار این ازای

پرسوجو زمان تحلیل ۱−۵−۴

O(|WVP(pq)| + log۲ n + κ log۲(n/κ)) با برابر شده ارائه الگوریتم در پرسوجو به پاسخگویی زمان

ه�رچ�ن�د اس�ت. م�ت�وازن م�ث�ل�ثب�ن�دی ق�ط�ره�ای ب�ا پ�رسوج�و پ�ارهخ�ط ب�رخ�ورد ن�ق�اط ت�ع�داد κ آن در ک�ه اس�ت،

میباشد. |WVP(pq)| از کمتر بسیار κ مواقع بیشتر در ،κ = O(|WVP(pq)|)
ب��الای م��ق��ادی��ر ب��رای و ،κ log۲(n/κ) = O(log۲ n) ب��گ��وی��ی��م م��یت��وان��ی��م ،κ ک��وچ��ک م��ق��ادی��ر ب��رای

پ��ارام��ت��ر رف��ت��ار ۱۴−۴ ش��ک��ل در ش��ده داده ن��ش��ان ن��م��ودار .κ log۲(n/κ) = O(κ) = O(|WVP(pq)|) آن،

ع�ب�ارت ای�ن م�ش�ت�ق ،n ث�اب�ت م�ق�دار ی�ک ب�رای م�یده�د. ن�ش�ان κ و n م�خ�ت�ل�ف م�ق�ادی�ر ب�رای را κ log۲(n/κ)

نشان ساده محاسبهی یک .log۲ n+ (−۲ log κ− ۲) log n+ log۲ κ+ ۲ log κ با است برابر κ به نسبت

مقدار و داشت، خواهد را خود مقدار بیشترین κ = exp−۲(n) ازای به الگوریتم اجرای زمان که میدهد

م�یت�وان و ک�رده پ�ی�دا ک�اه�ش κ log۲(n/κ) م�ق�دار ،κ ب�الات�ر م�ق�ادی�ر ب�رای ب�ود. خ�واه�د ۴κ ب�ا ب�راب�ر ب�ی�ش�ی�ن�ه

مقادیر برای دیگر عبارت به .κ log۲(n/κ) = O(κ) = O(|WVP(pq)|) ،κ ≥ exp−۲(n) برای که گفت

.O(|WVP(pq)|+ log۲ n) با است برابر پرسوجو زمان ،κ ≥ exp−۲(n)

خلاصه ۶−۴

چندضلعی درون پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی برای را ۳ فصل نتایج فصل این در

به نسبت pq پارهخط یک جزئی ضعیف دید قابل چندضلعی اول، بخش در کردیم. دنبال راس n با ساده

حافظهی و O(n۲ log n) زمان در چندضلعی پیشپردازش با چگونه که دادیم نشان و کرده تعریف را e قطر

آوریم. دست به O(log n+ |WVPe(pq)|) پرسوجوی زمان در را چندضلعی این ،O(n۲)

ن��ش��ان و ک��رده اس��ت��ف��اده م��ت��وازن م��ث��ل��ثب��ن��دی از اول، ب��خ��ش ن��ت��ی��ج��هی ب��ه ت��وج��ه ب��ا دوم، ب��خ��ش در

زم�ان در م�یت�وان را pq پ�ارهخ�ط ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ش�ده، گ�ف�ت�ه پ�ی�شپ�ردازش ه�زی�ن�هی ب�ا دادی�م
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درون مثلثهای تعداد با است برابر κ اینجا در آورد. دست به O(log۲ n+ κ log۲(n/κ) + |WVP(pq)|)
.κ ≤ |WVP(pq)| و میکنند، برخورد pq با که مثلثبندی
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چندضلعیهای در WVP محاسبهی
حفرهدار

م�یپ�ردازی�م. ح�ف�رهدار چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای در پ�ارهخ�ط ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ب�ه ف�ص�ل ای�ن در

ی�ک pq ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ه�م�چ�ن�ی�ن ب�اش�د. راس n م�ج�م�وع در و ح�ف�ره h ب�ا چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک P ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض

م�ح�اس�ب�ه ال�گ�وری�ت�م از گ�رف�ت�ه ال�ه�ام م�یده�ی�م ارائ�ه ک�ه روش�ی ب�اش�د. چ�ن�دض�ل�ع�ی ای�ن درون پ�رسوج�و پ�ارهخ�ط

ای�ن در م�یب�اش�د. اس�ت ش�ده ارائ�ه [۴۵] در ک�ه ح�ف�رهدار چ�ن�دض�ل�ع�ی درون ن�ق�ط�ه ی�ک دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی

سپس، میکنیم. تبدیل Ps ساده چندضلعی به برشی قطر تعدادی افزودن با را P حفرهدار چندضلعی روش،

میکنیم استفاده ساده چندضلعیهای در ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبه برای شده ارائه الگوریتم از

نهایی مقدار اضافه، محاسباتی انجام با نهایت، در میآوریم. دست به را WVP(pq) از اولیهای صورت و

میآوریم. دست به را WVP(pq)

میکنند متصل P مرز به را Hراس یک که برشی قطر دو کردن اضافه با میتوان را H حفره یک

H آن در ک�ه م�یرس�ی�م ج�دی�د چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک ب�ه ب�رش�ی، ق�ط�ره�ای ای�ن راس�ت�ای در P ب�ری�دن ب�ا ک�رد. ح�ذف

به نهایت در و میکنیم تکرار چندضلعی حفرههای همهی برای را کار این است. چندضلعی مرز از جزئی

میرسیم. Ps ساده چندضلعی

حفرهها همهی که کنیم فرض میتوانیم سادگی برای باشد. pq پارهخط حامل خط l که کنید فرض

کرد تقسیم چندضلعی دو به l خط راستای در را P میتوان نباشد، چنین این اگر دارند. قرار pq خط بالای

ی�ک ب�رای ب�رش�ی ق�ط�ره�ای ک�ردن اض�اف�ه ب�رای آورد. دس�ت ب�ه ه�س�ت�ن�د دارا را ش�رط ای�ن ک�ه م�س�ئ�ل�ه زی�ر دو و

از که خطی با را P برخورد نقطهی اولین و میکنیم انتخاب را l خط به حفره هر نقطهی نزدیکترین حفره،

روی م�یت�وان�د ن�ق�ط�ه ای�ن ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۱−۵ (ش�ک�ل م�یک�ن�ی�م پ�ی�دا م�یک�ن�ی�م، رس�م l خ�ط راس�ت�ای در و ن�ق�ط�ه ای�ن

عنوان به را P روی نقطهی به حفره کننده متصل خط پاره باشد. دیگر حفره یک مرز یا و P بیرونی مرز

است. انجام قابل O(n log n) زمان در حفرهها نقطهی نزدیکترین کردن پیدا میگیریم. نظر در برشی قطر

ک�ردن اض�اف�ه ای�ن ب�ن�اب�ر م�یگ�ی�رد. ان�ج�ام O(n) زم�ان در ح�ف�ره ه�ر ب�رای پ�رت�واف�ک�ن�ی ال�گ�وری�ت�م اج�رای ه�م�چ�ن�ی�ن

O(n+ ۲h) آمده دست به ساده چندضلعی دارد. احتیاج O(n(h+ log n)) زمان به برشی قطرهای همهی

۴۰
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میآوریم. دست به را Ps ساده چندضلعی برشی قطرهای کردن اضافه با :۱−۵ شکلِ

بود. خواهد O(n) هم Ps راسهای تعداد است، O(n) هم h که آنجا از داشت. خواهد راس

م�ح�اس�ب�ه را WVPs(pq) ،۳ ف�ص�ل ال�گ�وری�ت�م از اس�ت�ف�اده ب�ا م�یت�وان�ی�م ،Ps س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی داش�ت�ن ب�ا

مثالی میکنیم. اضافه را هستند دید قابل برشی قطرهای طریق از که یالهایی چندضلعی این به سپس کنیم.

ب�ه س�پ�س م�یک�ن�ی�م. م�ح�اس�ب�ه Ps در را WVPs(pq) اب�ت�دا اس�ت. م�ش�اه�ده ق�اب�ل ۱−۵ ش�ک�ل در م�ا ال�گ�وری�ت�م از

از شدن دیده قابل که P از قسمتهایی هستند، pq از شدن دیده قابل که برشی قطرهای از قطعه هر ازای

نهایی مقدار به برشی، قطرهای همهی گرفتن نظر در با میکنیم. اضافه را هستند برشی قطر آن طریق از pq

رسید. خواهیم WVP(pq)

برشی قطرهای طریق از دید قابلیت محاسبهی ۱−۵

ب��ه را م��یش��ون��د دی��ده ب��رش��ی ق��ط��ره��ای ط��ری��ق از ک��ه ی��اله��ای��ی ک��ه اس��ت لازم ،WVP(pq) م��ح��اس��ب��هی ب��رای

کنید فرض میکنیم. تعریف را جزئی دید قابل چندضلعی مفهوم کار، این برای کنیم. اضافه WVPs(pq)

،pq ∈ R خط پاره یک برای باشد. شده تقسیم R و Lبخش دو به e قطر یک توسط P ساده چندضلعی که

دی�گ�ر، ع�ب�ارت ب�ه م�یک�ن�ی�م. ت�ع�ری�ف WVP ∩ L ص�ورت ب�ه را WVPL(pq) ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی

WVPL(pq) محاسبه برای میشود. دیده e طریق از و pq توسط که P از بخشی با است برابر WVPL(pq)

گزارش خروجی عنوان به دارد قرار L در که را آن از بخشی سپس و آورد دست به را WVP(pq) میتوان

کرد.

ه�ر ازای ب�ه م�یک�ن�د، ت�ق�س�ی�م R و Lب�خ�ش دو ب�ه را P ک�ه e ق�ط�ر و P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی داش�ت�ن ب�ا ۱۰ لم

کرد. محاسبه O(n) زمان در میتوان را WVPL(pq) جزئی دید قابل چندضلعی ،pq ∈ R پارهخط

اس�ت�ف�اده خ�ود ال�گ�وری�ت�م در آن ای�ده از م�ا ول�ی اس�ت، ب�رق�رار س�اده چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای ب�رای ت�ن�ه�ا ۱۰ ل�م

شده حذف u۱u۲ برشی قطر توسط حفره این و باشد داشته H حفره یک تنها P که کنید فرض میکنیم.
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Figure 10. Computing WVP(pq) inside a polygon with holes.

be computed in O(n) time.

Lemma 4.1 only holds for simple polygons, but we use its idea for our algorithm.
Assume that P has only one hole H and this hole has been eliminated by the cut u1u2.
Let v1v2 be another cut which is on the supporting line of u1u2 and is on the other
side of H, such that v1 is on the border of H and v2 is on the border of P. We can
also eliminate H by v1v2 and obtain another simple polygon P ′

s. Now Lemma 4.1 can
be applied to the polygon P ′

s and answer partial weak visibility queries through the cut
u1u2. Following the terminology used by Zarei and Ghodsi [13], we denote this algorithm
by See-Through(H).

By performing the See-Through(H) algorithm once for each hole Hi and assuming
that P has been cut to a simple polygon, we can extend this algorithm to more holes.
This leads to h data structures of size O(n) for storing the simple polygons to perform
Lemma 4.1 for Hi. Using these data structures, we can find the edges of P that are visible
from pq through the cut-diagonals.

4.2 The algorithm

We first add the cut-diagonals to make a simple polygon Ps. Then, we compute WVPs(pq)
and find the set of segments that are visible from pq in Ps. If a segment e of the cut-
diagonal of a hole H is visible from pq, we use Lemma 4.1 and replace that segment
with the partial weak visibility polygon of pq through that segment. We continue this
for every cut-diagonal that can be seen from pq. Due to the nature of visibility, this
procedure will end. If we have processed h′ segments of the cut-diagonals, we end up
with h′ + 1 simple polygons of size O(n). It can be easily shown that the union of these
polygons is WVP(pq).

Now let us analyze the running time of the algorithm. The cut-diagonals can be added
in O(nh + n log n) time. Running the algorithm of Theorem 3.7 in Ps takes O(n) time.
In addition, for each segment of the cut-diagonals that has appeared in WVPs(pq), we
perform the algorithm of Lemma 4.1 in O(n) time. In general, we have the following
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حفرهدار. چندضلعی یک درون WVP(pq) محاسبهی مراحل :۲−۵ شکلِ

H دی�گ�ر ط�رف در و u۱u۲ ح�ام�ل خ�ط روی ب�ر ک�ه ب�اش�د دی�گ�ری ق�ط�ر v۱v۲ ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ه�م�چ�ن�ی�ن ب�اش�د.

H حفره که است مشخص باشد. P مرز روی بر v۲ و H مرز روی بر v۱ که شکلی به باشد، داشته قرار

۱۰ ل�م از م�یت�وان�ی�م اک�ن�ون رس�ی�د. P ′s دی�گ�ر س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ب�ه و ک�رد ح�ذف ن�ی�ز v۱v۲ ت�وس�ط م�یت�وان را

ق�ط�ر از ش�ده دی�ده ج�زئ�ی دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ،P ′s س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی روی ب�ر آن اع�م�ال ب�ا و ک�ن�ی�م اس�ت�ف�اده

See-Through با را الگوریتم این ،[۴۵] قدسی و زارعی نامگزاری از استفاده با میشود. محاسبه u۱u۲
میکنیم. مشخص

ب��ه P ک��ه ف��رض ای��ن ب��ا و Hi ح��ف��رهه��ای از ی��ک ه��ر ب��رای See-Through ال��گ��وری��ت��م اج��رای ب��ا

ب�ه ک�ار ای�ن ب�ا ده�ی�م. گ�س�ت�رش ح�ف�ره چ�ن�د ب�ه را ال�گ�وری�ت�م ای�ن م�یت�وان�ی�م اس�ت، ش�ده ت�ب�دی�ل س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی

ب�رای را ۱۰ ل�م م�یت�وان ک�ه م�یرس�ی�م س�اده چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای ن�گ�ه�داری ب�رای O(n) ان�دازهی ب�ه س�اخ�ت�ار داده h

طریق از که را P اضلاع میتوانیم ساختارها، داده این از استفاده با کرد. اجرا آنها روی بر Hi حفرههای
کنیم. محاسبه هستند دید قابل pq از برشی قطرهای

الگوریتم ۲−۵

م�ح�اس�ب�ه را WVPs(pq) س�پ�س، ب�رس�ی�م. Ps س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ب�ه ت�ا م�یک�ن�ی�م اض�اف�ه را ب�رش�ی ق�ط�ره�ای اب�ت�دا

بر e قطعهی اگر میآوریم. دست به را هستند دید قابل pq توسط Ps در که اظلاعی مجموعهی و میکنیم
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p q

.h′ بالای حد از مثال یک :۳−۵ شکلِ

ب�ا را ق�ط�ع�ه ای�ن و ک�رده اس�ت�ف�اده ۱۰ ل�م از ب�اش�د، دی�د ق�اب�ل pq ت�وس�ط H ح�ف�رهی ب�ه م�رب�وط ب�رش�ی ق�ط�ر روی

دید، قابلیت مسئله طبیعت به توجه با میکنیم. جایگرین e طریق از شده دیده جزئی دید قابل چندضلعی

قرار بررسی مورد را برشی قطرهای روی بر قطعه h′ الگوریتم، این طی در اگر است. پذیر خاتمه کار این

به مییابیم. دست است O(n) کدام هر اندازه که دید قابل ساده چندضلعی h′ + ۱ به نهایت در باشیم، داده

بود. خواهد WVP(pq) با برار چندضلعیها این اجتماع که داد نشان میتوان راحتی

زم��ان در م��یت��وان��ی��م را ب��رش��ی ق��ط��ره��ای م��یک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ال��گ��وری��ت��م ای��ن اج��رای ه��زی��ن��هی ح��ال

احتیاج O(n) زمان به Ps ساده چندضلعی در ضعیف دید قابلیت محاسبهی کنیم. اضافه O(nh+ n log n)

را ۱۰ لم الگوریتم است، شده ظاهر WVPs(pq) در که برشی قطرهای از قطعه هر ازای به علاوه، به دارد.

داشت: خواهیم را زیر نتیجه است، h′ قطعات این تعداد که این به توجه با میکنیم. اجرا O(n) زمان در

برابر O(n) اندازهی به ساده چندضلعی h′ + ۱ شکل به WVP(pq) محاسبهی برای نیاز مورد زمان ۱۱ لم

ب�ر ال�گ�وری�ت�م ط�ی در ک�ه اس�ت ب�رش�ی ق�ط�ره�ای ق�ط�ع�ات ت�ع�داد h′ ک�ه ب�ود، خ�واه�د O(n(h′ + ۱) + n log n)

شدهاند. ظاهر WVPs(pq) روی

است. O(h۲) با برابر h′ بالای حد مقدار ۱۲ لم

خط با پرسوجو پارهخط که کردهایم انتخاب شکلی به را برشی قطرهای که باشید داشته یاد به ۸ اثبات

ن�دارن�د. ب�رخ�ورد ی�ک�دی�گ�ر ب�ا ب�رش�ی ق�ط�ره�ای ه�م�چ�ن�ی�ن ب�اش�د. ن�داش�ت�ه ب�رخ�ورد ق�ط�ره�ا ای�ن از ک�دام ه�ی�چ ح�ام�ل

بنابر ببیند. l طریق از را l′ نمیتواند pq ببیند، l′ دیگر برشی قطر طریق از را l برشی قطر pq اگر این بنابر

میدهد. نشان را h′ بالای حد برای مثال یک ۲−۵ شکل بود. خواهد O(h۲) با برابر h′ بالای حد این
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الگوریتم بهبود ۳−۵

See-Through(H) الگوریتم است ممکن برشی، قطر هر ازای به قبل، بخش در شده ارائه الگوریتم در

میدهیم نشان بخش این در میرسیم. O(nh۲) بالای اجرای زمان به خاطر این به که کنیم، اجرا بار h تا را

بخشیم. بهبود را نهایی نتیجه آوردن دست به زمان و داده تغییر را الگوریتم این چگونه که

ب�ه ب�ب�ی�ن�د. ب�رش�ی ق�ط�ره�ای درون از ی�ا و م�س�ت�ق�ی�م ش�ک�ل ب�ه را pq پ�ارهخ�ط م�یت�وان�د P از v راس ی�ک

را قطعات این ببیند. مختلف قطرهای طریق از را pq پارهخط بخش h میتواند v راس یک دیگر، عبارت

pq با و میگذرند v از و هستند حفرهها بر مماس که بحرانی خطوط) (یا پارهخطها به توجه با میتوانیم

میدهیم. دست به بحرانی خطوط این تعداد برای حدی بعدی، لم در کنیم. دستهبندی میکنند برخورد

h′ = ۱ + ک���ه اس���ت، O(nh′) ب���راب���ر ب���ب���ی���ن���ن���د را pq م���یت���وان���ن���د ک���ه ب���ح���ران���ی خ���ط���وط ت���ع���داد ۱۳ لم

میباشد. ۱ اضافه به pq از دید قابل حفرههای تعداد با برابر min(h, |WVP(pq)|)

داشت: خواهیم بحرانی خط نوع سه باشد. mi با برابر Hi حفره راسهای تعداد کنید فرض ۹ اثبات

بحرانی خط دو حداکثر است، دید قابل Hi به نسبت و نیست Hi مرز روی بر که v راس هر ازای به •
بحرانی خطهای این کل تعداد بنابراین دارد. وجود میکنند برخورد pq با و دارند تماس Hi با که

.h′′ = min(h, |WVP(pq)|) که است، O(h′′) با برابر

ب�ا ب�راب�ر م�یک�ن�ن�د ب�رخ�ورد pq ب�ا و م�یش�ون�د م�ش�خ�ص Hi از راس دو ت�وس�ط ک�ه ب�ح�ران�ی خ�ط�وط ت�ع�داد •
.
∑
imi = O(n) که میدانیم همچنین است. O(mi)

با برابر نمیکنند برخورد حفرهها از کدام هیچ با و میکنند برخورد pq با که بحرانی خطوط تعداد •
.[۶] است O(n)

میشود. اثبات لم هم، کنار در مشاهدات این دادن قرار با

زمان در را میکنند برخورد pq پارهخط با که بحرانی خطوط میتوانیم P چندضلعی پیشپردازش با

O(n) میکند عبور P چندضلعی راس هر از که بحرانی خطوط تعداد کنیم. پیدا بهینه شکل به پرسوجو

O(n۲) ی ح�اف�ظ�ه و O(n۲ log n) زم�ان در م�یت�وان را ب�ح�ران�ی خ�ط�وط ه�م�هی م�ج�م�وع�هی ای�ن ب�ن�اب�ر اس�ت.

شکل به میتوان را میگذرند راس یک از که بحرانی خطوط مجموعهی که این به توجه با کرد. محاسبه

را افکنی پرتو ساختار داده راس هر برای میتوانیم ببینید)، را ۴−۵ (شکل کرد تصور ساده چندضلعی یک

پاسخ O(log n) زمان در را افکنی پرتو پرسوجوهای که شکلی به دهیم، تشکیل O(n) حافظهی و زمان در

به O(cv log cv) زمان در را میکنند برخورد pq با که راس هر بحرانی خطوط پرسوجو، زمان در دهیم.

میکنند. برخورد pq با و کرده عبور v از که است بحرانی خطوط تعداد با برابر cv اینجا در میآوریم. دست

است. انجام قابل O(nh′ log n) زمان در راسها همهی ازای به کار این

قابل برشی قطرهای و pq دید قابل بخشهای میتوان خطوط، این روی بر زاویهای پیماش یک با

توجه با و راس هر در را بخشها این به مربوط اطلاعات آورد. دست به O(nh′) زمان در را راسها از دید

راسهای شامل که P راسهای همهی برای عمل این انجام میکنیم. ذخیره بخش هر دید قابل قطرهای به
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v

ک�ن�ی�م ب�رخ�ورد س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک م�ان�ن�د م�یگ�ذرن�د ن�ق�ط�ه ی�ک از ک�ه پ�ارهخ�طه�ای�ی ب�ا م�یت�وان�ی�م :۴−۵ ش�ک�لِ

دهیم. تشکیل O(n) زمان در را پرتوافکنی دادهساختار یک و نقطهچین) (پارهخطهای

p
q

v

pq و ب�رش�ی ق�ط�ر ی�ک ب�ا ک�ه گ�رف�ت ن�ظ�ر در ب�ح�ران�ی خ�ط O(h) م�یت�وان چ�ن�دض�ل�ع�ی راس ه�ر از :۵−۵ ش�ک�لِ

میکنند. برخورد
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O(nh′ log n) زمان در میتوان را راس هر در pq دید قابل بخشهای ذخیره و میباشد، نیز حفرهها روی

داشت. خواهیم را زیر لم این بنابر رساند. اتمام به

O(n۲ log n) زم��ان در م��یت��وان را n ک��ل��ی راس ت��ع��داد و ح��ف��ره h ب��ا P س��اده چ��ن��دض��ل��ع��ی ی��ک ۱۴ لم

ازای به آن، از استفاده با که شکلی به آورد دست به O(n۲) اندازهی به دادهساختار یک و کرد پیشپردازش

O(nh′ log n) زم�ان در را م�یک�ن�ن�د ب�رخ�ورد pq ب�ا ک�ه ب�ح�ران�ی خ�ط�وط م�یت�وان ،pq پ�رسوج�وی پ�ارهخ�ط ه�ر

.h′ = ۱ + min(h, |WVP(pq)|) آن در که کرد، مرتبسازی و محاسبه

استفاده با که میدهند تشکیل آرایش۱ یک بحرانی خطوط این که میدهیم نشان بخش این ادامه در

کرد. محاسبه را WVP(pq) میتوان آرایش، این از

کردیم. تعریف میشود دیده pq توسط مستقیم شکل به که Ps از بخشی عنوان به را WVPs(pq)

درون از و pq توسط که P از بخشی عنوان به را WVPci باشد. Hi حفرهی برشی قطر ci که کنید فرض

.WVP(pq) = ∪iWVPci(pq) ∪WVPs(pq) که است مشخص میکنیم. تعریف میشود دیده ci
در WVPci ک�ه ک�ن�ی�د دق�ت ک�رد. م�ح�اس�ب�ه را WVPci م�یت�وان چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان اک�ن�ون

توجه با باشد. دارد قرار ci بالای که Ps از بخشی با برابر Pci که کنید فرض دارد. قرار ci بالای نیمصفحه

ساده چندضلعی WVPci است ممکن ببیند، ci از مختلفی پارههای طریق از را Pci میتواند pq که این به
نباشد.

ب�رخ�ورد pq ب�ا ک�ه Pci راسه�ای از ش�ده ش�روع ب�ح�ران�ی خ�ط�وط م�ج�م�وع�هی ب�ا ب�راب�ر Di ک�ن�ی�د ف�رض

و کرده قطع را ci و میکنند برخورد pq با که بحرانی خطوط علاوه به میکنند، عبور ci از مستقیما و کرده

مشخص رفلکس راس دو یا یک با بحرانی خط هر باشد. میکنند برخورد Pci مرز با آن از بعد بلافاصله
دو حداکثر را Pci مرز بحرانی خط هر این، بر علاوه میگوییم. بحرانی خط لنگر۲ راسها، این به میشود.

ایجاد بحرانی خطوط برخوردهای این از که Pci مرز روی قطعات مجموعهی کنید فرض میکند. قطع بار

.|Si| = O(n+ ۲h) = O(n) که است مشخص باشد. Si برابر میشود

باشد. Li قطعات از آمده دست به آرایش با برابر Ai و Li = ∪k=۱...i(Sk ∪Dk) که کنید فرض

میکند. تقسیم دید غیرقابل و دید قابل بخشهای به را Pci چندضلعی Ai که میدهیم نشان

ک�ه دارد وج�ود Li از e پ�ارهخ�ط ی�ک اس�ت، دی�د ق�اب�ل pq ت�وس�ط ک�ه x ∈ Pci ن�ق�ط�هی ه�ر ازای ب�ه ۱۵ لم

به نسبت گردش این حین در شکلی به کند، برخورد x با که زمانی تا چرخاند آن لنگر حول را آن میتوان

بماند. باقی دید قابل pq

ب�ه ب�ب�ی�ن�د، pq پ�ارهخ�ط در را r ن�ق�ط�هی ی�ک ب�ای�د x اس�ت، دی�د ق�اب�ل pq ب�ه ن�س�ب�ت x ک�ه آن�ج�ای�ی از ۱۰ اثبات

پادساعتگرد شکل به x حول را xr پارهخط راببینید). ۶−۵ (شکل کنند برخورد هم با ci و xr که شکلی

دادن رخ قابل هم y۱ = q حالت که کنید توجه کند. برخورد y۱ ∈ P راس یک با که زمانی تا میگردانیم

زمانی تا میگردانیم y۱ حول ساعتگرد شکل به را پارهخط سپس ندارد. جداگانه بررسی به احتیاج و است

ن�ق�اط از ی�ک�ی ب�ه پ�ارهخ�ط ک�ه زم�ان�ی ت�ا م�یده�ی�م ادام�ه را رون�د ای�ن ک�ن�د. ب�رخ�ورد y۲ ∈ P دی�گ�ر راس ب�ه ک�ه

1Arrangement

2Anchor
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p

q

x

ci

r

y1

y2

y

z

y حول را آن میتوان که دارد وجود yz بحرانی خط یک ،x ∈ Pci دید قابل نقطهی هر ازای به :۶−۵ شکلِ

کند. برخورد x با که زمانی تا چرخاند

ب�ه پ�ارهخ�ط ی�ا و ک�ن�د، ب�رخ�ورد چ�ن�دض�ل�ع�ی از z ن�ق�ط�هی ی�ک ب�ا پ�ارهخ�ط پ�ای�ی�ن�ی ب�خ�ش ی�ا و ب�رس�د، ci ان�ت�ه�ای�ی

برخورد آن با e بالایی بخش در پارهخط که باشد نقطهای آخرین y که کنید فرض برسد. p انتهایی نقطهی

خواهد پایانپذیر حتما روند این چرخاندهایم، ساعتگرد شکل به تنها را پارهخط ما که آنجایی از میکند.

شکل به z حول yz گردش با میتوانیم ما و بود، خواهد Li در بحرانی خط یک yz که است مشخص بود.

برسیم. x نقطهی به پادساعتگرد

هستند. pq به نسبت یکسانی دید قابلیت وضعیت دارای Ai از c سلول یک درون نقاط همهی ۱۶ لم

به نسبت v و است دید قابل pq به نسبت u و هستند، c سلول درون v و u نقاط که کنید فرض ۱۱ اثبات

u ب�ه uv روی ن�ق�ط�ه ن�زدی�کت�ری�ن x و ب�اش�د v و u ک�ن�ن�ده م�ت�ص�ل پ�ارهخ�ط uv ک�ن�ی�د ف�رض دی�د. ق�اب�ل غ�ی�ر pq

ب�ا e ∈ Li پ�ارهخ�ط ی�ک ،۱۵ ل�م اس�اس ب�ر ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۷−۵ (ش�ک�ل اس�ت دی�د ق�اب�ل غ�ی�ر pq ب�ه ن�س�ب�ت ک�ه ب�اش�د

،u با برخورد از بعد کرد. خواهد برخورد u با بچرخانیم z حول را e اگر که شکلی به دارد، وجود z لنگر

دی�د ق�اب�ل غ�ی�ر pq ب�ه ن�س�ب�ت x ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا ک�ن�د. ب�رخ�ورد x ن�ق�ط�هی ب�ا ت�ا م�یده�ی�م ادام�ه e چ�رخ�ش ب�ه

راس یک مرکز به دیگر بحرانی خط یک ما که است معنی این به این باشد. بحرانی خط یک باید zx است،

درون سلول یک c که این فرض این بنابر میگذرد. c سلول درون از و دارد برخورد pq با که داریم z ∈ P
میگردد. نقض است Ai

ک���ن���ی���م. م���ح���اس���ب���ه را ∪iWVPci(pq) ∪WVPs(pq) ب���ای���د WVP(pq) ن���ه���ای���ی م���ح���اس���ب���هی ب���رای

ن��ش��ان پ��ارهخ��ط O(n) ب��ا را آن م��یت��وان ک��ه اس��ت O(n) ان��دازه ب��ا س��اده چ��ن��دض��ل��ع��ی ی��ک WVPs(pq)

ک���ه داد، ن���م���ای���ش پ���ارهخ���ط O(n + ۲h + di) از آرای���ش���ی ب���ا م���یت���وان را WVPci(pq) ه���م���چ���ن���ی���ن داد.

از آرای��ش��ی ب��ا م��یت��وان را WVP(pq) ای��ن، ب��ن��اب��ر .
∑
i di = O(nh′) ک��ه اس��ت م��ش��خ��ص .di = |Di|

داد. نمایش پارهخط O(
∑
i=۱...h′ n+

∑
i=۱...h di) = O(nh′)

میپردازیم. WVP(pq) مرز محاسبهی مسئلهی به بعد بخش در
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z

u v
x

e

دارند. pq به نسبت یکسانی دید قابلیت وضعیت سلول یک داخل نقاط همهی :۷−۵ شکلِ

WVP(pq) مرز محاسبهی ۴−۵

بخش این در آوریم. دست به پارهخط O(nh′) از آرایشی صورت به را WVP(pq) چگونه که دادیم نشان

چندضلعی یک صورت به O(nh′ log n+ |WVP(pq)|) زمان در میتوان را WVP(pq) که میدهیم نشان

کرد. گزارش و محاسبه

ن�ق�اط م�یت�وان ،O(m) ان�دازهی ب�ه دادهس�اخ�ت�ار ی�ک از اس�ت�ف�اده ب�ا ک�ه اس�ت داده ن�ش�ان [۴] Balaban

میباشد. برخوردها این تعداد k که داد، گزارش و محاسبه O(m logm+k) زمان در را mپارهخط برخورد

در م�یب�اش�د. ب�ه�ی�ن�ه ال�گ�وری�ت�م ای�ن اس�ت، ن�ی�از ن�ق�اط گ�زارش ب�رای Ω(k) زم�ان ب�ه ح�داق�ل ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا

و O(nh′ log n + k) زم�ان ب�ه ب�رخ�ورد ن�ق�اط ه�م�هی گ�زارش و داری�م خ�ط پ�اره O(nh′) ت�ع�داد م�ا، م�س�ئ�ل�هی

هزینهی همین صرف با میتوانیم ،[۳۴] Knott و Margalit روش از استفاده با دارد. نیاز O(nh′) حافظهی

میرسیم. زیر نهایی قضیه به نتیجه در کنیم. دستهبندی آنها گزارش حین در را آمده دست به قطعات زمانی

O(n۲ log n) زم�ان در رأس n و ه�م از ج�دا ح�ف�ره h ب�ا P ح�ف�رهدار چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا ۵ قضیه

زم�ان در را WVP(pq) ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�یت�وان�ی�م ،O(n۲) ان�دازهی ب�ه س�اخ�ت�اری ای�ج�اد و

خروجی اندازهی k و h′ = ۱+ min(h, k) آن در که کنیم، گزارش O(nh′) حافظهی و O(nh′ log n+ k)

میباشد. O(n۲h۲) با برابر و

خلاصه ۵−۵

چندضلعیهای درون پارهخط یک ضعیف دید قابل چندضلعی محاسبهی مسئله بررسی به فصل این در

ب�ه ح�ف�ره h و راس n ب�ا چ�ن�دض�ل�ع�ی در را WVP(pq) م�یت�وان چ�گ�ون�ه ک�ه دادی�م ن�ش�ان پ�رداخ�ت�ی�م. ح�ف�رهدار

دادهس�اخ�ت�اری ای�ج�اد و O(n۲ log n) زم�ان در چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ه ش�ده ارائ�ه ال�گ�وری�ت�م آورد. دس�ت

O(nh′ log n + k) زم�ان در م�یت�وان ،pq پ�رسوج�وی پ�ارهخ�ط دری�اف�ت ب�ا م�یپ�ردازد. O(n۲) ان�دازهی ب�ه

م�ق�دار ح�داک�ث�ر دارای و خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس پ�ارام�ت�ر ی�ک h′ ای�ن�ج�ا در ک�رد. گ�زارش و م�ح�اس�ب�ه را ج�واب
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است. خروجی اندازهی با برابر k = O(n۲h۲) و ،۱ + min(h, k)
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ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی

در پ��ارهخ��ط ی��ک ض��ع��ی��ف دی��د ق��اب��ل��ی��ت ش��م��ارش م��س��ئ��ل��هی در آم��ده دس��ت ب��ه ن��ت��ای��ج ب��ی��ان ب��ه ف��ص��ل ای��ن در

عنوان به را (WVC اختصار (به پارهخط یک ضعیف دید قابلیت شمارش میپردازیم. ساده چندضلعیهای

میکنیم. تعریف پارهخط ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی

دو اول، ب�خ�ش در م�یپ�ردازی�م. م�س�ئ�ل�ه ای�ن ح�ل ب�ه ت�ق�ری�ب�ی ش�م�ارش و دق�ی�ق ش�م�ارش ش�ک�ل دو ب�ه م�ا

ب�ه زی�رخ�ط�ی زم�ان در را ج�واب ش�ده، داده چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش از پ�س ک�ه را دق�ی�ق ش�م�ارش ال�گ�وری�ت�م

هزینهی نهایی، جواب زدن تقریب با چگونه که میدهیم نشان دوم، بخش در میکنیم. ارائه میدهند، دست

با پژوهش این میشود. دیده ۱−۶ جدول در آمده دست به نتایج از خلاصهای دهیم. کاهش را پیشپردازش

قالب در شده ارائه الگوریتمهای است. شده انجام علیپور شراره خانم و دانشپژوه شروین آقای مشارکت

است. شده ارسال ژورنال برای و شده جمعبندی مقاله یک

M. Nouri Bygi, S. Daneshpajouh, S Alipour, M. Ghodsi. Weak Visibility Counting in

Simple Polygons

مقدمه ۱−۶

در پرداختیم. حفرهدار و ساده چندضلعیهای در پارهخط ضعیف دید قابلیت بررسی به قبل فصلهای در

درس�ت راه ک�ردن پ�ی�دا در زی�ادی ک�م�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت ای�ن از م�خ�ت�ص�ری اط�لاع�ات داش�ت�ن م�واق�ع، از ب�س�ی�اری

پ�ی�دا از اس�ت ع�ب�ارت چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک در (VCP) دی�د ق�اب�ل�ی�ت ش�م�ارش م�س�ئ�ل�هی م�یک�ن�د. م�س�ئ�ل�ه ب�ا ب�رخ�ورد

این ناکارامد حل راه یک هستند. دید قابل p نقطهی یک از که غیره) و راسها (ضلعها، اشیاء تعداد کردن

آوریم. دست به را خروجی اندازهی و کرده محاسبهی را نقطه دید قابل چندضلعی که است

زم�ان در چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا ک�ه دادن�د ن�ش�ان دی�گ�ران و Bose س�اده، چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک ب�رای

در را VCP ش�ده، داده ن�ق�ط�هی ی�ک ب�رای م�یت�وان ،O(n۳) ان�دازهی ب�ه دادهس�اخ�ت�اری ای�ج�اد و O(n۳ log n)

با [۴۲] O’Rourke و Suri هم، از جدا پارهخط n از مجموعه یک برای .[۶] کرد محاسبه O(log n) زمان

برای را ۳-تقریب الگوریتم اولین مثلثها، از مجموعهای شکل به پارهخطها دید قابل چندضلعی نمایش

۵۰
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پرسوجو زمان حافظه پیشپردازش زمان

O(n) O(n) − ابتدایی

O(log n) O(n۶) O(n۷) دقیق

O(log۵ n) O(n۴+ε) O(n۴+ε) دقیق

O(n۱/۲+ε) O(n۳) O(n۳+ε) دقیق

O(n۱/۲+ε) O(n۲) O(n۲) تقریبی

اول ب�خ�ش ض�ع�ی�ف. دی�د ق�اب�ل�ی�ت ش�م�ارش م�س�ئ�ل�هی در آم�ده دس�ت ب�ه ن�ت�ای�ج از خ�لاص�های :۱−۶ ج�دولِ

میکند. بیان را تقریبی الگوریتم نتیجهی دوم بخش و میدهد نشان را آمده دست به دقیق الگوریتمهای

ب�ه�ب�ود پ�وش�ش روش ی�ک از اس�ت�ف�اده ب�ا را ن�ت�ی�ج�ه ای�ن [۲۵] Morin و Gudmundsson ک�ردن�د. ارائ�ه VCP

ق�دس�ی و ن�وری ه�م�چ�ن�ی�ن و [۱] زارع�ی و ع�ل�یپ�ور ت�وس�ط م�ش�اب�ه�ی ن�ت�ی�ج�هی دادن�د. ب�ه�ب�ود ۲-ت�ق�ری�ب ب�ه ی�اف�ت�ه،

یک دید قابل پارهخطهای انتهایی نقاط تعداد که دادند نشان زارعی و علیپور است. آمده دست به [۳۵]

میباشد. VCP از ۲-تقریب

ما فصل این در داد. گسترش هم دیگر ناظرهای انواع برای میتوان را دید قابلیت شمارش مسئلهی

میکنیم. بررسی ساده چندضلعی درون را پارهخط یک دید قابلیت شمارش مسئلهی

انگیزهها و کاربردها ۲−۶

اندازهی دانستن بلکه نیست، پارهخط دید قابل چندضلعی همهی محاسبهی به احتیاجی اوقات، بسیاری در

س�ط�ح ح�ذف ال�گ�وری�ت�مه�ای در م�ث�ال ع�ن�وان ب�ه م�یک�ن�د. ک�م�ک م�س�ئ�ل�ه پ�ی�ش�ب�رد در م�ا ب�ه دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی

.[۳۳] است برخوردار زیادی اهمیت از صحنه نامهم بخشهای حذف برای معیاری آوردن دست به پنهان۱،

اط�لاع�ات دی�د، ق�اب�ل ن�اح�ی�هی ه�م�هی م�ح�اس�ب�هی ب�دون م�یت�وان�ی�م دی�د، ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی م�ح�اس�ب�هی ب�ا

آوریم. دست به صحنه مختلف بخشهای با برخورد نحوهی از مهمی

م�س�ئ�ل�هی دی�د، ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی م�س�ئ�ل�هی ب�رای ت�وج�ه ج�ال�ب ک�ارب�رده�ای از دی�گ�ر ی�ک�ی

درون در را ن�گ�ه�ب�ان رب�ات ی�ک و س�اخ�ت�م�ان ی�ک ن�ق�ش�هی اس�ت. دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ع�ی�ار ت�ح�ت م�س�ی�ر س�ادهس�ازی

این روی بر دارد وظیفه ربات و است شده داده چندضلعی مسیر یک ربات این به بگیرید. نظر در ساختمان

۳۶۰ را ربات دید قابلیت کند. گزارش را ناشناس شیء گونه هر وجود حرکت حین در و کند حرکت مسیر

ک�ن�ی�م پ�ی�دا را ک�م�ی�ن�های و ک�وت�اهت�ر م�س�ی�ر م�یخ�واه�ی�م م�ا س�ادهس�ازی م�س�ئ�ل�هی ای�ن در م�یگ�ی�ری�م. ن�ظ�ر در درج�ه

دیگر، عبارت به باشد. ε شدهی تعیین مقدار تحت آن تغییر یا و نکند، تغییر ربات دید قابلیت که بطوری

ندهیم. دست از را ربات دید قابلیت از زیادی بخش شده، ساده مسیر از عبور زمان در که میخواهیم

P = {p۱, p۲, . . . , pm} م��س��ی��ر ک��ن��ی��د ف��رض م��یک��ن��ی��م. ب��ی��ان رس��م��یت��ر ش��ک��ل ب��ه را م��س��ئ��ل��ه اک��ن��ون

م���س���ی���ر از اس���ت ع���ب���ارت P از Q س���ادهس���ازی ی���ک اس���ت. ش���ده داده n ان���دازهی ب���ه R چ���ن���دض���ل���ع���ی در

1Hidden Surface Removal
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p1

pn

Q

P

Figure 1: The polygonal path P (blue line) inside a simple
polygon (building plane) and a simplification Q (dashed
line). The gray area is the area which is weakly visible by
P and Q. In this example, the simplification error is zero.

certain parts of the building could be seen several times
by the robot. We would like to find a simplified path such
that the visibility of the robot does not change or, remains
within a given factor ε. In some cases, when moving along
the simplified path, we would like not to lose a large por-
tion of visible parts with respect to the original path, and
in some other cases, we would like to control the sum of
missed visible parts while not losing all at once, a large
portion of visible parts. The first case is the max-error
problem and the second case is the sum-error problem.
In both cases, the condition Erdist(qiqi+1) ≤ ε guarantees
that we would not lose all at once, a large portion of visible
parts. Note that, for the above problem, finding the dif-
ference between WVP(Q) and WVP(P) is not enough. It
seems that the size and area of the weak visibility polygon
are natural measures for this problem. Therefore, in this
paper, we study the Ermax

WVS and ErsumWVA problems.
Guibas et al. [1] showed that the problem of finding the

weak visibility polygon of an edge uv inside a simple poly-
gon R can be solved in O(m) time. Bygi and Ghodsi [2]
showed that the weak visibility polygon of a query line
segment uv can be reported in O(logm+k) by preprocess-
ing the polygon in time O(m3 logm) using memory size of
O(m3). There are many results on the problem of simpli-
fying a path under different error measures and different
constraints [3, 4, 5]. Bose et al. [5] studied the problem
of simplifying an x-monotone path for sum of errors and
under sum, max and difference of area above and below a
segment. For this setting, they proved that the problem
for max and difference of area is NP-hard and presented
approximation algorithms. Daneshpajouh et al. [3] stud-
ied the problem of simplifying a general path for max of
errors under sum and difference area measures and pre-

pi
pj

Figure 2: The gray part is the weak visibility polygon
of shortcut pipj . The union of gray and white parts is
the weak visibility polygon of sub-path P(i, j). The error
caused by the shortcut pipj , under the area of the weak
visibility polygon, is the area of the white part inside the
plane. The ErWVS(pipj) is 6 (The edges of the polygon
in the white part are not visible by pipj , but are weakly
visible by P(i, j)). ErWVA(pipj) is the area of the white
parts.

sented approximation and optimal polynomial time algo-
rithms, respectively. Zarei and Ghodsi studied the prob-
lem of simplifying the boundary of a polygonal region un-
der distance of an observer point measure [6]. To the best
of our knowledge, [6] is the only polygonal simplification
result that takes visibility into account.

1.3. Our Results

In this paper, we study line simplification problems
under the weak visibility measures. We first study the
min-# for the max-error problem under the size of weak
visibility polygon measure, Ermax

WVS. For a given polygon
R and a query polygonal path P inside R, we first show
that the minimum size path simplification can be com-
puted näıvely in O(n2m). Then, in our main solution,
we first spend O(m7) time to preprocess the polygon and
build a data structure of size O(m6). Then, it is possible
to find the optimal simplification of any query path P in
O(n(n+m)).

The second problem that we study is the sum-error
problem under the area of the weak visibility polygon mea-
sure, ErsumWVA. For a given polygon R, a polygonal path P
inside R, a number k, and a sum error C, we prove that it
is NP-hard to find a simplification Q of size k with error C
under WVA measure. Then, we present an approximation
algorithm that finds a simplified path in O(n2k2/σ) time
using O(nk2/σ) space, with error of at most σH larger
than the optimal solution, where σ is a given parameter
and H is the area of the weak visibility polygon P.

Section 2, discusses preliminaries needed by our algo-
rithms. In Section 3, we describe the min-# algorithm
under the size of weak visibility polygon measure. In Sec-
tion 4, we present the NP-hardness proof for the sum-error

2

آن از Q سادهسازی یک و ساده، چندضلعی یک درون رنگ) آبی (خطوط P چندضلعی مسیر :۱−۶ شکلِ

سادهسازی خطای مثال این در هستند. Q و P از دید قابل نواحی خاکستری، نواحی خطچین). (خطوط

است. صفر برابر

Er(pipj) کنید فرض هستند. P نقاط از زیرمجموعهای Q نقاط آن در که {q۱ = p۱, q۲, . . . , qk = pm}
P (i, j) ک�ن�ی�د ف�رض ه�م�چ�ن�ی�ن ب�اش�د. م�یک�ن�د م�ت�ص�ل ه�م ب�ه را P از ن�ق�ط�ه دو ک�ه pipj م�ی�ان�ب�ر خ�ط�ای ب�ا ب�راب�ر

ببینید. را ۱−۶ شکل P از Q سادهسازی یک برای باشد. pj به pi از زیرمسیر

P (i, j) و pipj ضعیف دید قابل چندضلعیهای اندازههای تفاوت صورت به را سادهسازی خطای

دقت همچنین میباشد. آن اضلاع تعداد معنای به دید قابل چندضلعی اندازهی اینجا در میکنیم. تعریف

شود. دیده آن روی نقطه یک توسط اگر میشود دیده مسیر یک توسط راس/ضلع یک که کنید

را س�ادهس�ازی ان�دازهی ک�وت�اهت�ری�ن ،R درون P م�س�ی�ر ی�ک و R ش�دهی داده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک ب�رای

با است، O(m۲) میانبرها تعداد که این به توجه با آورد. دست به میانبرها همهی گرفتن نظر در با میتوان

O(nm۲) زمان به ،O(n) زمان در ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی محاسبهی بدیهی الگوریتم از استفاده

در شده ارائه الگوریتمهای از استفاده با اما داریم. نیاز میانبرها دید قابل چندضلعی اندازهی محاسبهی برای

داد. بهبود خوبی شکل به را الگوریتم این اجرای زمان میتوان فصل، این

ضعیف دید قابلیت دقیق اندازهی ۳−۶

دید قابل چندضلعی که بود خواهد شکل این به ضعیف دید قابلیت شمارش مسئلهی برای ابتدایی حل راه

به توجه با کنیم. گزارش و کرده حساب را آن اندازهی سپس و کنیم محاسبه را شده داده پارهخط ضعیف
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
visibility of moving

p

q

p′

q′

Figure 1. A line segment observer among
convex objects.
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میگردد. مشخص آن سر دو دید قابلیت ناحیههای با پارهخط یک ضعیف دید قابلیت :۲−۶ شکلِ

در را م�س�ئ�ل�ه ج�واب روش ای�ن دارد، اح�ت�ی�اج O(n) زم�ان ب�ه ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ک�ه ای�ن

میدهد. دست به O(n) زمان

دادن با که شکلی به کنیم پیشپردازش را P ساده چندضلعی چگونه که میدهیم نشان بخش این در

زی�رخ�ط�ی زم�ان در را آن ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی ب�ت�وان�ی�م پ�رسوج�و، زم�ان در pq پ�ارهخ�ط ی�ک

ت�ج�زی�هی ب�ا آش�ن�ای�ی ب�رای ه�س�ت�ن�د. چ�ن�دض�ل�ع�ی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی اس�اس ب�ر روشه�ا ای�ن آوری�م. دس�ت ب�ه

کنید. مراجعه ۲−۲ بخش به دید قابلیت

ن�ظ�ر در را پ�ارهخ�ط ان�ت�ه�ای�ی س�ر دو دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای ک�ه اس�ت ک�اف�ی ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان اب�ت�دا در

مشخص آن اندازهی و ضعیف دید قابل چندضلعی ساختار ناحیه، دو این دانستن با دیگر، عبارت به بگیریم.

میگردد.

قرار R′ دید قابلیت ناحیهی در q′ و q نقاط و ،R دید قابلیت ناحیهی در p′ و p نقاط که کنید فرض ۱۷ لم

.WVC(pq) = WVC(p′q′) داشت: خواهیم باشند. داشته

و راسه�ا از ی�ک�س�ان�ی دن�ب�ال�هی ه�س�ت�ن�د، ی�ک�س�ان�ی دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هی در p′ و p ک�ه آن�ج�ای�ی از ۱۲ اثبات

اینجا در ببینید). را ۲−۶ (شکل SPT(p) = SPT(p′) که میدانیم این بنابر میکنند. مشاهده را P یالهای

ب�رق�رار q′ و q ب�رای ن�ی�ز م�ش�اب�ه�ی وض�ع�ی�ت م�یب�اش�د. p ری�ش�ه ب�ه و P در م�س�ی�ر ک�وت�اهت�ری�ن درخ�ت SPT(p)

پ�اره ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی ب�رای [۲۷] دی�گ�ران و Guibas ال�گ�وری�ت�م ک�ه م�یدان�ی�م م�یب�اش�د.

نتیجه این بنابر ببینید). را ۱−۳ (بخش میباشد SPT(q) و SPT(p) اساس بر P چندضلعی درون pq خط

ب�ه ی�ک�س�ان�ی ن�ت�ی�ج�هی و ش�ده اج�را ی�ک�س�ان�ی ش�ک�ل ب�ه p′q′ و pq پ�ارهخ�ط دو ب�رای ال�گ�وری�ت�م ای�ن ک�ه م�یگ�ی�ری�م

میدهد. دست به WVP(p′q′) و WVP(pq) عنوان

ادامه در میکنیم. تمرکز خط پاره انتهایی نقاط دید قابلیت ناحیهی روی بر تنها ،۱۷ لم اساس بر

و پیشپردازش هزینههای در که میدهیم ارائه WVC اندازهی دقیق محاسبهی برای الگوریتم دو بخش این

هستند. متفاوت هم با پرسوجو
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پرسوجو زمان بهترین با الگوریتم ۱−۳−۶

دو ای�ن ک�ه م�یگ�وی�ی�م ب�گ�ی�ری�د. ن�ظ�ر در را ت�ج�زی�ه ای�ن درون Sj و Si ن�اح�ی�هی دو و P دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی

و si که طوری به باشند داشته وجود sj ∈ Sj و si ∈ Si نقطههای اگر هستند، دید قابل هم به نسبت ناحیه

کرد بررسی میتوان O(n) زمان در شده، داده دید قابلیت ناحیهی دو برای باشند. دید قابل هم به نسبت sj
کرد. پیدا را (si, sj) زوج یک بودن، دید قابل صورت در و هستند، دید قابل هم به نسبت آیا که

خ�ط پ�اره س�ر دو دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای ت�وس�ط ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا

زوج هر ازای به را WVP(si, sj) که است شکل این به الگوریتم این ایدهی میگردد، مشخص پرسوجو

میکنیم. ذخیره را آمده دست به چندضلعی اندازهی و میکنیم محاسبه O(n) زمان در (Si, Sj) ناحیههای

تجزیهی روی بر نقطهیابی ساختار داده یک پارهخط، سر دو دید قابلیت ناحیههای کردن پیدا برای همچنین

میسازیم. دید قابلیت

محاسبه برای O(n۶) حافظهی و O(n۷) زمان به دارد، وجود ناحیه زوج O(n۶) که این به توجه با

p شامل ناحیههای ،pq پارهخط دریافت با و پرسوجو زمان در داریم. نیاز ممکن مقادیر همهی نگهداری و

میکنیم. گزارش O(log n) زمان در را آنها با متناظر دید قابلیت چندضلعی اندازهی و میکنیم پیدا را q و

میتوانیم ،O(n۶) حافظهی از استفاده با و O(n۷) زمان در ساده چندضلعی یک پیشپردازش با ۶ قضیه

آوریم. دست به O(log n) زمان در را پرسوجو پارهخط یک دید قابلیت چندضلعی اندازهی

پیشپردازش هزینههای کاهش ۲−۳−۶

پیشپردازش بالای هزینهی میدهد، دست به بهینه شکل به را نظر مورد خروجی ۶ قضیه الگوریتم هرچند

که میدهیم نشان بخش این در باشیم. مسئله این برای بهتری الگوریتمهای دنبال به که میشود سبب آن

افزایش ازای در را، پیشپردازش هزینههای و کنیم استفاده لایه چند بازهای جستجوی دادهساختار از چگونه

دهیم. کاهش پرسوجو، زمان

ش�روع p ان�ت�ه�ای�ی ن�ق�ط�هی از ،pq پ�ارهخ�ط ی�ک ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی م�ح�اس�ب�هی ب�رای

ح�رک�ت، ح�ی�ن در و م�یک�ن�ی�م ح�رک�ت q س�م�ت ب�ه س�پ�س م�یک�ن�ی�م. م�ح�اس�ب�ه را p دی�د ق�اب�ل�ی�ت ان�دازهی و ک�رده

q انتهایی نقطهی به وقتی میکنیم. بهروز آمدهایم پیش که نقطهای تا را پارهخط دید قابلیت اندازهی مقدار

میکنیم. گزارش مسئله جواب عنوان به را اندازه نهایی مقدار میرسیم،

برای است. p نقطهی دید قابلیت اولیهی اندازهی محاسبهی بپردازیم، آن به باید که مسئلهای اولین

میکنیم. استفاده زیر لم از منظور این

کرد، پیشپردازش O(n۳) حافظهی و O(n۳ log n) زمان در میتوان را P ساده چندضلعی یک [۶] ۱۸ لم

O(log n) زمان در را نقطه آن دید قابلیت اندازهی چندضلعی، درون دلخواه نقطهی یک دادن با که نحوی به

آورد. دست به

ب��ح��ران��ی خ��ط��وط از ت��ع��دادی ب��ا اس��ت م��م��ک��ن ه��س��ت��ی��م، ح��رک��ت ح��ال در q س��م��ت ب��ه p از ک��ه وق��ت��ی

در دید قابل راسهای به راس یک شدن اضافه معنای به بحرانی خط یک از عبور کنیم. برخورد چندضلعی
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
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1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in
computational geometry. In visibility computations, the ob-
ject which is seen along rays is determined. As recomputing
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و p شروع نقطهی دید قابلیت جمع با میتوان را ضعیف دید قابل چندضلعی اندازهی مسئلهی :۳−۶ شکلِ

آورد. دست به q به p از مثبت برخوردهای تعداد

دو دید، قابلیت کاهش یا و افزایش این به توجه با میباشد. عکس جهت در راس این کاهش و جهت یک

خ�ط ی�ک ب�ا اگ�ر ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۳−۶ (ش�ک�ل م�یک�ن�ی�م ع�لام�تگ�ذاری - و + ن�امه�ای ب�ا را ب�ح�ران�ی خ�ط ی�ک ط�رف

برخورد یک صورت این غیر در و میگوییم مثبت برخورد یک آن به کنیم، برخورد آن + سمت از بحرانی

قابلیت اندازهی در تاثیری است میشده دیده قبلا که راس یک شدن دید قابل غیر که این به توجه با منفی.

برخورد هر دقیقتر، عبارت به بگیریم. نظر در را مثبت برخورهای که است کافی تنها ندارد، ضعیف دید

است. pq دید قابلیت اندازهی در اضافه مقدار یک معادل مثبت

انتهایی سر دو z ∈ P نقطهی یک اگر بگیرید. نظر در را P ساده چندضلعی درون ab پارهخط [۶] ۱۹ لم

دید. خواهد را ab پارهخط روی نقاط همهی z آنگاه ببیند، را b و a

X ک�ن�ی�د ف�رض ه�م�چ�ن�ی�ن ب�ب�ی�ن�د. را چ�ن�دض�ل�ع�ی از v راس ی�ک ب�ت�وان�د pq پ�ارهخ�ط ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ۲۰ لم

بود. خواهد pq از ab زیرپارهخط یک X صورت این در میبینند. را v که باشد pq روی نقاط مجموعهی

(در م�ث�ب�ت ب�رخ�ورد ی�ک در ب�ح�ران�ی خ�ط ی�ک ب�ا pq ب�رخ�ورد ن�ق�ط�هی ی�ا و اس�ت p ب�ا ب�راب�ر ی�ا a ای�ن ب�ر ع�لاوه

منفی برخورد یک در بحرانی خط یک با pq برخورد نقطهی یا و q با برابر b همچنین است. (q به pجهت

است. (q به pجهت (در

در تغییر یک با معادل بحرانی خط هر که واقعیت این و ۱۹ لم از استفاده با میتوان را مسئله این ۱۳ اثبات

کرد. ثابت است آن طرف دو دید قابلیت

اندازهی اولیهی مقدار میتوانیم ،pq پارهخط ضعیف قابلیت اندازهی محاسبهی برای ،۲۰ لم اساس بر

لم توسط میتوانیم را p دید قابلیت اولیهی مقدار کنیم. اضافه مثبت برخوردهای تعداد به را p دید قابلیت

سمت در p و میکنند برخورد pq با که بحرانی خطوط تعداد که است کافی این بنابر آوریم. دست به ۱۸
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تبدیل p′q′ دوگانهی گوهی داخل نقاطی به میکنند برخورد pq با که خطوطی دوگان فضای در :۴−۶ شکلِ

گرفتهاند. قرار q′ زیر و p′ بالای یا و ،q′ بالای و p′ زیر که هستند نقاطی اینها میشوند.

زنجیرهای از استفاده با میتوان را مسئله این که میدهیم نشان ادامه در کنیم. حساب را دارد قرار آنها مثبت

داد. انجام نیمصفحهای بازهای جستجوی از

فرض همچنین شود. مشخص sleft و sright آن انتهای دو توسط بحرانی پارهخط هر که کنید فرض

پیدا را میکنند برخورد l با که بحرانی پارهخطهای ابتدا باشد. pq پرسوجوی پارهخط حامل خط l که کنید

انتهای که بحرانی پارهخطهای تا میکنیم استفاده نیمصفحهای بازهای جستجوی از کار این برای میکنیم.

را پ�ارهخ�طه�ای�ی آم�ده، دس�ت ب�ه ج�واب م�ج�م�وع�هی در س�پ�س ک�ن�ی�م. پ�ی�دا را دارد ق�رار l ب�الای چ�پ�ش�ان س�م�ت

جستجوی دوباره اجرای با را کار این باشد. داشته قرار l پایین راستشان سمت انتهای که میکنیم انتخاب

جواب مجموعهی سوم، مرحلهی در میباشد. پذیر امکان اول جستجوی نتایج روی بر نیمصفحهای بازهای

میکنیم. محدود دارد قرار آنها + سمت در p که پارهخطهایی با را

pq ب�ا آنه�ا ح�ام�ل خ�ط ک�ه ک�ن�ی�م پ�ی�دا را پ�ارهخ�طه�ای�ی آم�ده، دس�ت ب�ه م�ج�م�وع�هی در ب�ای�د ادام�ه در

خاطر به است. انجام قابل دوگان فضای در نیمصفحهای بازهای جستجوی دو با کار این میکنند. برخورد

دوگانه گوه یک به pq پارهخط و نقطه، به بحرانی پارهخطهای حامل خطوط دوگان، فضای در که بیاورید

دوگان فضای در بازهای جستجوی دو به باید این بنابر ببینید). را ۵−۲ بخش و ۴−۶ (شکل میشوند تبدیل

قرار q و p متناظر خط دو بین که هستیم دوگان فضای در نقاطی دنبال به ما دقیقتر، عبارت به دهیم. پاسخ

دارند.

l بالای راستشان سمت انتهای که بحرانی پارهخطهای یافتن برای را مشابهی کار باید که کنید توجه

کنیم. تکرار دارد قرار l پایین چپشان سمت انتهای و

م��یت��وان را م��رح��ل��های ۵ ب��ازهای ج��س��ت��ج��وی ای��ن اس��ت، ش��ده اش��اره ۴−۲ ب��خ��ش در ک��ه ه��م��ان��ط��ور

ت�ع�داد k ک�ه داد، پ�اس�خ O(log۵ k) پ�رسوج�وی زم�ان در ،O(k۲+ε) ح�اف�ظ�هی و زم�ان در پ�ی�شپ�ردازش ب�ا

راس n با ساده چندضلعی یک در بحرانی پارهخطهای تعداد که آنجایی از میباشد. بحرانی پارهخطهای

چندمرحلهای بازهای جستجوی دادهساختار ایجاد برای پیشپردازش حافظهی و زمان است، O(n۲) با برابر

دید قابلیت اولیهی اندازهی مقدار محاسبهی برای ۱۹ لم الگوریتم به همچنین بود. خواهد O(n۴+ε) با برابر

میباشد. O(n۳) و O(n۳ log n) ترتیب به الگوریتم این برای نیاز مورد حافظهی و زمان داریم. احتیاج p
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زم�ان ب�ه و ،p دی�د ق�اب�ل�ی�ت ان�دازهی آوردن دس�ت ب�ه ب�رای O(log n) زم�ان ب�ه پ�رسوج�و، زم�ان در

نهایت در داریم. نیاز بحرانی پارهخطهای با pq مثبت برخوردهای تعداد آوردن دست به برای O(log۵ n)

داشت. خواهیم را زیر قضیه

چندضلعی اندازهی میتوانیم ،O(n۴+ε) حافظهی و زمان در ساده چندضلعی یک پیشپردازش با ۷ قضیه

آوریم. دست به O(log۵ n) زمان در را پرسوجو پارهخط یک دید قابل

پرسوجو زمان و پیشپردازش هزینهی بین توازن برقراری ۳−۳−۶

در م�یت�وان�ی�م ب�ب�ی�ن�ی�د)، را ۴−۲ (ب�خ�ش دارد وج�ود ب�ازهای ج�س�ت�ج�وی دادهس�اخ�ت�ار در ک�ه ت�وازن�ی از اس�ت�ف�اده ب�ا

در نقطه k اگر یابیم. دست پرسوجو زمان هزینهی و پیشپردازش هزینهی بین توازنی به خود مسئلهی

ایجاد ،k ≤ m ≤ k۲ که O(m) اندازهی به بازهای جستجوی ساختار داده میتوان باشد، داشته وجود صفحه

چ�ن�د ج�س�ت�ج�وه�ای ه�م�چ�ن�ی�ن داد. پ�اس�خ O(k
۱+ε
√
m

) زم�ان در ج�س�ت�ج�و پ�رسوج�وه�ای ب�ه م�یت�وان آن ب�ا ک�ه ک�رد

.[۱۱] داد انجام میتوان حافظه و زمان همین در را مرحلهای

از همچنین است. O(n۲) با برابر و است بحرانی پارهخطهای تعداد k ما، بررسی مورد مسئلهی در

داشت: خواهیم نتیجه در میکنیم. استفاده ۱۹ لم الگوریتم

ساختاری داده ساختن و O(n۳ log n+m۱+ε) زمان در P ساده چندضلعی یک پیشپردازش با ۸ قضیه

O(n
۲+ε
√
m

) زمان در را پرسوجو پارهخط یک دید قابل چندضلعی اندازهی میتوانیم ،O(n۳ +m) اندازهی به

.n۲ ≤ m ≤ n۴ که کنیم گزارش

در .m = n۳ ک�ه ب�ود خ�واه�د زم�ان�ی پ�ی�شپ�ردازش م�ق�دار ک�مت�ری�ن ،۸ ق�ض�ی�هی از ن�ت�ی�ج�ه ی�ک ع�ن�وان ب�ه

به پاسخدهی زمان و است O(n۳) و O(n۳+ε) ترتیب به پیشپردازش نیاز مورد حافظهی و زمان حالت این

میباشد. O(n۱/۲+ε) پرسوجو

ضعیف دید قابلیت تقریبی اندازهی ۴−۶

ب�ا ام�ا آوری�م. دس�ت ب�ه پ�رسوج�و اج�رای زم�ان و پ�ی�شپ�ردازش ه�زی�ن�هی ب�ی�ن ت�ع�ادل�ی ت�وان�س�ت�ی�م ق�ب�ل ب�خ�ش در

اندازهی کردن پیدا برای تقریبی الگوریتم بخش این در است. زیاد هم باز پیشپردازش هزینهی حال این

است. کمتری پیشپردازش هزینهی دارای که میکنیم ارائه ضعیف دید قابل چندضلعی

اس�ت�ف�اده ت�ص�ادف�ی ن�م�ون�هب�رداری روش از ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل�ی�ت چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی زدن ت�ق�ری�ب ب�رای

ضعیف دید قابل چندضلعی که باشیم داشته اطمینان باید باشد، استفاده قابل روش این که این برای میکنیم.

خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس ش�ک�ل ب�ه را WVP ک�ه داری�م اح�ت�ی�اج م�ن�ظ�ور، ای�ن ب�رای ب�اش�د. ب�زرگ ک�اف�ی ان�دازهی ب�ه

ب�ه ن�ی�ازی و س�اخ�ت�ه م�ت�وق�ف را ال�گ�وری�ت�م ک�ردی�م، ح�اص�ل اط�م�ی�ن�ان آن ب�زرگ�ی از ک�ه زم�ان ه�ر ت�ا ک�ن�ی�م م�ح�اس�ب�ه

باشیم. نداشته ضعیف دید قابل چندضلعی کل محاسبهی
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ان�دازهی ب�ه دادهس�اخ�ت�اری ای�ج�اد و O(n) زم�ان در P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک پ�ی�شپ�ردازش ب�ا [۱۳] ۲۱ لم

که کنیم، گزارش O(k log n) زمان در را WVP(pq) ،pq پرسوجوی پارهخط دریافت با میتوانیم ،O(n)

میباشد. شده گزارش خروجی اندازهی k

از WVP(pq) ان�دازهی آی�ا ک�ه ک�ن�ی�م ب�ررس�ی O(
√
n log n) زم�ان در م�یت�وان�ی�م ،۲۱ ل�م از اس�ت�ف�اده ب�ا

چندضلعی اضلاع از تصادفی نمونهی یک که ۲−۴−۶ بخش در نتیجه این از خیر. یا است بزرگتر n۱/۲+ε

کرد. خواهیم استفاده میسازیم

ضعیف دید قابلیت امتحان ۱−۴−۶

آیا که بدهیم تشخیص سریع زمان در بتوانیم باید ضعیف، دید قابل چندضلعی اندازهی زدن تقریب برای

را کار این انجام چگونگی زیر لم نه. یا ببیند میتواند را چندضلعی اضلاع از یکی pq پرسوجوی پارهخط

میدهد. نشان

ازای ب�ه ک�ه ن�ح�وی ب�ه ک�رد، پ�ی�شپ�ردازش O(n۲) ح�اف�ظ�هی و زم�ان در رام�یت�وان P س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی ۲۲ لم

آیا که کنیم بررسی میتوانیم O(log n) زمان در ،P از e دلخواه ضلع یک و pq پرسوجوی پارهخط یک

نه. یا هستند دید قابل هم به نسبت e و pq

ضعیف دید قابل e از که P از نقاطی از است عبارت که WVP(e) ضعیف دید قابل چندضلعی ۱۴ اثبات

محاسبه O(n) زمان در میتوان را آن و است O(n) اندازهی دارای چندضلعی این بگیرید. نظر در هستند

این از یک هر ازای به میکنیم. محاسبه را WVP(e) ،P اضلاع همهی ازای به پردازش پیش زمان در کرد.

نحوی به میسازیم، O(n) حافظهی و زمان در را افکنی پرتو دادهساختار ضعیف، دید قابل چندضلعیهای

دو ک�ه اس�ت ک�اف�ی پ�رسوج�و زم�ان در .[۹] ده�ی�م پ�اس�خ پ�رت�واف�ک�ن�ی پ�رس�شه�ای ب�ه O(log n) زم�ان در ک�ه

خیر. یا میکند برخورد WVP(e) با pq آیا که دهیم تشخیص تا دهیم انجام q و p از پرتوافکنی پرسش

ی�ک ه�ر ب�رای اف�ک�ن�ی پ�رت�و دادهس�اخ�ت�ار ک�ردن آم�اده و P اض�لاع ه�م�هی ازای ب�ه WVP(e) م�ح�اس�ب�هی

الگوریتم این پرسوجوی اجرای زمان همچنین داد. انجام O(n۲) حافظهی و زمان در میتوان را آنها از

میباشد. O(log n)

تصادفی نمونهبرداری ۲−۴−۶

کنید فرض میکنیم. ارائه WVC مقدار تقریب برای را روشی ،۱−۴−۶ بخش الگوریتم از استفاده با اکنون

بخش در است. شده تشکیل بخش دو از میدهیم ارائه که روشی باشد. mp با برابر WVC دقیق مقدار که

را ضعیف دید قابل چندضلعی اضلاع از ضلع O(
√
n) که زمانی تا میکنیم اجرا را ۲۱ لم الگوریتم اول،

mp دق�ی�ق م�ق�دار ب�رس�د، ات�م�ام ب�ه ال�گ�وری�ت�م ض�ل�ع ت�ع�داد ای�ن آم�دن دس�ت ب�ه از ق�ب�ل چ�ن�ان�چ�ه آوری�م. دس�ت ب�ه

در .mp = k > O(
√
n) که میدانیم صورت، این غیر در میرسد. اتمام به ما کار و آوردهایم دست به را

ض�ل�ع ه�ر ک�ه م�یده�ی�م ت�ش�ک�ی�ل گ�ون�های ب�ه را چ�ن�دض�ل�ع�ی اض�لاع از Ri ت�ص�ادف�ی م�ج�م�وع�هی دوم، م�رح�ل�هی
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استفاده با ،s ∈ Ri ضلع هر ازای به سپس باشد. داشته شرکت مجموعه این در ۱/
√
n احتمال با چندضلعی

نه. یا هست دید قابل pq به نسبت ضلع این آیا که میکنیم بررسی ۲۲ لم از

اگر میدهیم. تشکیل چندضلعی تصادفی اضلاع از Ri مجموعهی t شد، گفته بالا در که شیوهای به

از تقریبی عنوان به را m′p =

∑t

i=۱

√
nXi

t مقدار باشد، Ri مجموعهی در pq از دید قابل اضلاع تعداد Xi

میدهیم. گزارش mp

کنید فرض و ،E(Xi) = µ و باشند تصادفی متغیرهای X۱, X۲, . . . , Xt کنید فرض چبیشف) (لم ۲۳ لم

اینصورت در باشد. مثبت حقیقی مقدار هر ε > ۰

P ((|X1 +X2 + . . .+Xt

t
− µ|) > ε) ≤ V ar(X)

tε2

میآید. دست به زیر نتیجه ۲۴ لم از استفاده با

داشت: خواهیم ۱ به نزدیک احتمال با ۲۴ لم

(1− δ)mp ≤
√
n
X1 +X2 + . . .+Xt

t
≤ (1 + δ)mp

ب��ه پ��ی��شپ��ردازش زم��ان در ک��ه اس��ت ث��اب��ت ع��دد ی��ک δ ک��ه ،ε = δmp م��یده��ی��م ق��رار ۲۴ ل��م در ۱۵ اثبات

و ،E(
√
nXi) = mp داش�ت خ�واه�ی�م اس�اس ای�ن ب�ر .t = ۱/δ و م�یش�ود، ان�ت�خ�اب ک�وچ�ک دل�خ�واه م�ی�زان

این: بنابر .V ar(
√
nXi) = nmp(۱− ۱√

n
) ۱√

n

P = P (|√nX1 +X2 + . . .+Xt

t
−mp| > δmp) ≤

√
nmp

δ2m2
p

داریم: ۱− P حداقل احتمال با خاطر این به .P ∼ ۰ میدانیم ،mp > O(n۱/۲+ε) که آنجایی از

(1− δ)mp ≤ m′p ≤ (1 + δ)mp

ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی م�یت�وان O(n۲) ح�اف�ظ�هی و زم�ان در س�اده چ�ن�دض�ل�ع�ی پ�ی�شپ�ردازش ب�ا ۹ قضیه

ال�گ�وری�ت�م ای�ن ک�ه m′p م�ق�دار زد. ت�ق�ری�ب O(۱/δn۱/۲+ε) زم�ان در را ش�ده داده پ�ارهخ�ط ی�ک ض�ع�ی�ف دی�د

داش��ت خ��واه��ی��م ب��الای��ی اح��ت��م��ال ب��ا ،mp >
√
n اگ��ر ک��ه اس��ت گ��ون��های ب��ه م��یده��د ارائ��ه پ��اس��خ ع��ن��وان ب��ه

میدهد. دست به را mp دقیق مقدار الگوریتم ،mp ≤
√
n اگر .(۱− δ)mp ≤ m′p ≤ (۱ + δ)mp

زم�ان در و دارد اح�ت�ی�اج O(n) پ�ی�شپ�ردازش ب�ه ک�ه م�یک�ن�ی�م اس�ت�ف�اده ۲۱ ل�م از اول م�رح�ل�هی در ۱۶ اثبات

دی�د ق�اب�ل�ی�ت آزم�ون ان�ج�ام ب�رای ۲۲ ل�م اس�اس ب�ر دوم، م�رح�ل�هی در م�یش�ود. اج�را O(n۱/۲+ε) پ�رسوج�وی

از داش�ت. خ�واه�ی�م ن�ی�از O(n۲) پ�ی�شپ�ردازش ب�ه ،O(log n) زم�ان در pq پ�ارهخ�ط و چ�ن�دض�ل�ع�ی ض�ل�ع ی�ک

میباشد، ثابت مقدار یک t = ۱/δ و میکنیم انتخاب تصادفی ضلع O(
√
n) تعداد Ri هر برای که آنجایی

دو هر پرسوجوی زمان این بنابر .O(۱/δn۱/۲+ε + log n
√
n) = O(۱/δn۱/۲+ε) با است برابر اجرا زمان

است. O(n۲+ε) نیاز مورد پیشپردازش زمان و بود خواهد O(n۱/۲+ε) مرحله
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خلاصه ۵−۶

چ�ن�دض�ل�ع�ی ی�ک در پ�ارهخ�ط ی�ک ض�ع�ی�ف دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی ان�دازهی م�ح�اس�ب�هی م�س�ئ�ل�هی ب�ه ف�ص�ل ای�ن در

همچنین کردیم. ارائه میکنند محاسبه زیرخطی زمان در را اندازه این که دقیق الگوریتم دو پرداختیم. ساده

نظر مورد مقدار زدن تقریب با درنهایت، شد. معرفی پرسوجو زمان و پیشپردازش هزینهی بین توازن یک

یافتیم. دست کمتر پیشپردازش هزینهی به تصادفی، نمونهبرداری توسط
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متحرک پارهخط دید قابلیت

مقدمه ۱−۷

و میپردازیم صفحه در محدب شیء یا و پارهخط چند میان در پارهخط دید قابلیت بررسی به فصل این در

در که متحرک ناظر یک برای سپس و کرده، محاسبه اولیه حالت در را دید قابلیت چگونه که میدهیم نشان

نگهداری و محاسبه فصل این در ما هدف دیگر، عبارت به کنیم. نگهداری را آن میکند، حرکت صفحه

است. پارهخط دید قابلیت ساختار

پویای حالت به سپس و میکنیم بررسی را هستند ثابت اشیاء و ناظر که مسئله ایستای حالت ابتدا

کند. حرکت اشیاء بین در میتواند ناظر آن در که میپردازیم مسئله

ایستا پارهخط دید قابلیت ۲−۷

در است. گرفته قرار است، محدب شیء n شامل که صحنهای در AB پارهخط که میکنیم فرض پس این از

نمیکنند. حرکت ناظر و اشیاء از یک هیچ ایستا حالت

پارهخطهای همان یا دید قابلیت یالهای بهدستمیآوریم. را شده داده اشیاء دید قابلیت گراف ابتدا

یک میباشد. ثابت دید قابلیت با نواحی از متشکل که میآورند وجود به را دید قابلیت تجزیهی بحرانی،

را p ن�اظ�ر دی�د ق�اب�ل�ی�ت ب�اش�د. A پ�ارهخ�ط، س�ر روی آن اول�ی�هی م�ک�ان ک�ه ب�گ�ی�ری�د ن�ظ�ر در را p ن�ق�ط�های ن�اظ�ر

و محاسبه برای دید۱ قابلیت مجتمع از آن در که بیاوریم دست به [۴۱] Riviere روش وسیلهی به میتوانیم

قابلیت الگوریتم، پیادهسازی روش به بسته میشود. استفاده متحرک نقطهای ناظر برای دید قابلیت نگهداری

است. ناظر دید قابل فضای اندازهی v که بهدستآورد، O(n log n) یا و O(v log n) زمان در میتوان را دید

که این به توجه با میباشد. آن در ساختاری تغییرات تعداد یا و پیچیدگی دید، قابل فضای اندازهی از منظور

قابلیت آوردن دست به از بعد بود. خواهد O(n) با برابر اندازه این است، O(n) حداکثر تغییرات این تعداد

1Visibility Complex

۶۱
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segment will beO((n+ k) logn). Considering the time needed to construct the visibility complex of the scene, we have the
following proposition.

A B

Figure 4. A line segment observer among convex objects.

Proposition 3.0.1 After the computation of the visibility complex of a scene that composed ofn smooth convex objects, and
a preprocessing step done inO(m+n log n) time, wherem is the number of discontinuity lines, the view from a line segment
can be computed inO((n + k) logn), wherek is the number of discontinuity lines that intersect the linesegment.

4 Dynamic Segment Visibility

Now we consider the dynamic case of the problem: A line segment observers is moving among a setS of n line segment
objects. We want to maintain the visibility of the observer as it moves. Our approach is to compute the initial visibilityof the
observer, as done in Section 3, and update it whenever it changes.

In order to compute the visibility, we need the descriptionsof the set of cells that the observer intersects, and for eachcell,
the set of lines bounding the cell in the arrangement of linesin the primal plane. Since computing the arrangement is too
expensive, we take the following approach, which is similarto the method of Ghali and Stewart [6]. We compute the dual of
S, the set of discontinuity lines, and the dual ofs, the line segment observer. Let the duals beS′ = D(S) andws = D(s).
In the dual plane, each discontinuity linel is mapped to a pointpl and the segments is mapped to a double wedgesws (see
Fig. 5). Notice that segment endpointsA andB are mapped to two lineslA andlB, which are boundaries ofws. The double
wedgews divides the dual plane and the set of pointsS′ into four setsS′

1, S′
2, S′

3 andS′
4, the first two sets are lyingoutside,

and the other two sets are lyinginsidethe wedge. When the dual of a discontinuity line is outside the wedge, it means that
the line segment observer does not intersects the discontinuity line, and if the dual is inside the wedge, the observer intersects
the discontinuity line. This observation helps us to easilysee whether a discontinuity line crosses the observer or not.

Now let us see what happens when the visibility of the observer changes. As the observer moves in the plane, it crosses
some visibility regions constructed by discontinuity lines. As long as the number and the order of these crossed regionsdo
not change, the visibility of the observer will not change, and vice versa. So we need to show the conditions in which the
crossed regions change.

A change in the set of crossed visibility regions is happening in two conditions: (i) the observer intersects a new discon-
tinuity line, and so it enters a new region, or an already crossed discontinuity line no longer intersects the observer, and a
visibility region will disappear, (ii) the order of intersection of two discontinuity lines will change, and an old region will
disappear and a new one will appear (Fig. 6). It can be easily seen that these two cases are the only situations that change the
crossed regions. We call these pass event and cross event, respectively.

4.1 Pass Event

As mentioned before, a pass event occurs in two cases: when the observer intersects a new discontinuity line, and it enters
a new region, or when an already crossed discontinuity line no longer intersects the observer, and a visibility region will

محدب. شیء تعدادی بین پارهخط ناظر یک :۱−۷ شکلِ

ناظر که هنگامی تا میدهیم. حرکت پارهخط راستای در و B سمت به A از را p ناظر ،p نقطهی اولیهی دید

بحرانی پارهخط یک ناظر که هنگامی نمیکند. تغییر دید قابلیت دارد، قرار آن دید قابلیت ناحیه یک درون

حول اولیهی دید قابلیت ،v۰ محاسبهی از بعد کنیم. بهروز را آن باید و کرده تغییر دید قابلیت کند، قطع را

حول دید قابلیت میپذیرد، انجام O(v۰ log v۰) = O(n log n) زمان در که پیشپردازشی و ،p نقطهای ناظر

قابلیت اندازهی v که ،[۴۱] کرد بهروز O(log v) = O(log n) زمان در میتوان دید قابلیت تغییر هر در را p

قطع را قطعهای ناظر که بحرانی پارهخطهای تعداد چنانچه بنابراین میباشد. تغییر دادن رخ لحظهی در دید

O((n + k) log n) برابر پارهخطی ناظر دید قابلیت محاسبهی برای نیاز مورد زمان باشد، k برابر میکنند

داشت: خواهیم را زیر نتیجه دید، قابلیت مجتمع ساختن برای نیاز مورد زمان کردن لحاظ با بود. خواهد

پ�ی�شپ�ردازش�ی و م�ح�دب، ه�م�وار ش�یء n ش�ام�ل ص�ح�ن�های در دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ج�ت�م�ع س�اخ�ت�ن از ب�ع�د ۱ گزاره

ی�ک از دی�د ق�اب�ل�ی�ت اس�ت، ص�ح�ن�ه در م�وج�ود ب�ح�ران�ی پ�ارهخ�طه�ای ت�ع�داد m ک�ه ،O(m + n log n) زم�ان در

ب�ا ک�ه اس�ت ب�ح�ران�ی پ�ارهخ�طه�ای ت�ع�داد k ک�ه ک�رد، م�ح�اس�ب�ه O((n + k) log n) زم�ان در م�یت�وان را پ�ارهخ�ط

میکنند. برخورد ناظر پارهخط

متحرک پارهخط دید قابلیت ۳−۷

مجموعهای بین در s پارهخطی ناظر یک میکنیم: بررسی را پارهخط دید قابلیت مسئلهی پویای حالت اکنون

روشی کنیم. نگهداری آن حرکت حین در را ناظر دید قابلیت میخواهیم میکند. حرکت محدب شیء n از

دید قابلیت بهروزرسانی و ۲−۷ قسمت در شده گفته روش به دید قابلیت محاسبهی داد، خواهیم انجام که

میباشد. ناظر حرکت تغییر با همراه

دید قابلیت تجزیهی از سلولهایی مجموعهی دربارهی اطلاعاتی باید دید، قابلیت محاسبهی برای

تشکیل را آن مرز که بحرانی پارهخطهای سلول، هر برای و، باشیم داشته میکند برخورد آنها با ناظر که
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A B

Figure 3. A line segment observer among convex objects.

Fig. 4). Notice that segment endpoints A and B are mapped to two lines lA and lB , which are boundaries of ws. The double
wedge ws divides the dual plane and the set of points S ′ into four sets S ′

1, S′
2, S′

3 and S ′
4, the first two sets are lying outside,

and the other two sets are lying inside the wedge. When the dual of a discontinuity line is outside the wedge, it means that
the line segment observer does not intersects the discontinuity line, and if the dual is inside the wedge, the observer intersects
the discontinuity line. This observation helps us to easily see whether a discontinuity line crosses the observer or not.

A B

lA
lB

wsS′
1

S′
2

S′
3

S′
4

Primal Space Dual Space

Figure 4. Observer among an arrangement of the discontinuity lines, in primal (left) and dual (right)
space.

Now let us see what happens when the visibility of the observer changes. As the observer moves in the plane, it crosses
some visibility regions constructed by discontinuity lines. As long as the number and the order of these crossed regions do
not change, the visibility of the observer will not change, and vice versa. So we need to show the conditions in which the
crossed regions change.

A change in the set of crossed visibility regions is happening in two conditions: (i) the observer intersects a new discon-

راست). (سمت دوگان وفضای چپ) (سمت اصلی فضای در دید، قابلیت تجزیهی درون ناظر :۲−۷ شکلِ

فضای تعریف (برای میبریم دوگان فضای به را مسئله بهتر، فهم و محاسبات سادگی برای بدانیم. را دادهاند

کنید). مراجعه ۵−۲ بخش به دوگان

این نام میکنیم. محاسبه را s قطعهای ناظر دوگان و S بحرانی خطوط مجموعهی دوگان ابتدا در

و ،pl نقطه یک به l بحرانی خط هر دوگان، صفحهی در میگذاریم. ws = D(s) و S′ = D(s) را دوگانها

است هم مقابل ناحیهی دو دوگانه، گوهی از منظور .(۲−۷ (شکل میشود تبدیل ws دوگانه۲ گوه به s ناظر

دو به ،B و A یعنی ناظر، پایانی نقاط که کنید توجه میشوند. تشکیل هم با راست خط دو برخورد از که

مجموعهی و صفحه ws دوگانهی گوهی میدهند. تشکیل را ws مرزهای که میشوند تبدیل lB و lA خط

دو و گ�وه ب�ی�رون اول م�ج�م�وع�هی دو ک�ه م�یک�ن�د ت�ق�س�ی�م S′۴ و S′۳ ،S′۲ ،S′۱ م�ج�م�وع�هی چ�ه�ار ب�ه را S′ ن�ق�اط

که است معنی این به دارد قرار گوه بیرون بحرانی خط یک دوگان وقتی هستند. گوه درون دوم مجموعهی

ناظر باشد، گوه داخل آن دوگان چنانچه و نمیکند، برخورد اصلی صفحه در بحرانی خط با پارهخطی ناظر

خط آیا که بدهیم تشخیص راحتی به که میکند کمک ما به ویژگی این است. کرده برخورد بحرانی خط با

خیر. یا میکند برخورد ناظر با بحرانی

صفحه در ناظر که هنگامی میافتد. اتفاقی چه میکند تغییر ناظر دید قابلیت که وقتی ببینیم حال

قطع را شدهاند ایجاد بحرانی خطوط توسط که دید قابلیت ناحیههای از تعدادی میکند، حرکت به شروع

در تغییری نکند، تغییر ناظر توسط آنها با برخورد ترتیب و شده قطع ناحیههای این که زمانی تا میکند.

ب�ای�د م�یگ�ردد، دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�غ�ی�ی�ر ب�اع�ث ک�ه ش�رای�ط�ی ی�اف�ت�ن ب�رای ب�ن�اب�رای�ن ن�م�یش�ود. ای�ج�اد ن�اظ�ر دی�د ق�اب�ل�ی�ت

کنند. تغییر شده برخورد ناحیههای این که بگیریم درنظر را حالاتی

خ�ط ی�ک ب�ا ن�اظ�ر (۱ داد: خ�واه�د رخ ح�ال�ت دو در دی�د ق�اب�ل�ی�ت ن�اح�ی�هه�ای م�ج�م�وع�هی در ت�غ�ی�ی�ر ی�ک

و شود، جدید دید قابلیت ناحیهی یک وارد نتیجه در و کند برخورد نداشته، برخورد قبلاً که جدید بحرانی

ترتیب (۲ شود. خارج دید قابلیت ناحیهی یک از نتیجه در و شود تمام بحرانی خط یک با آن برخورد یا

2Double Wedge
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in computational geometry. In visibility computations, the object
which is seen along rays is determined. As recomputing visibility of moving object that can be seen along a ray is a time
consuming task, some solutions classify rays according to their visibility: after finding the object along a given ray, we only
need to identify the set of rays that contains the given ray and read the visibility properties of the specified rays.

A

AA

B

BB

Figure 1. A line segment observer among convex objects.

In this paper we define combinatorial line segment visibility amongn convex objects, and show how to compute and
maintain it as the objects moves in the plane. We say that the line segment observerseesan object, if and only if there

(پایین). تقاطع رخداد و (بالا) گذر رخداد :۳−۷ شکلِ

دی�گ�ر ن�اح�ی�هی ی�ک وارد و خ�ارج ن�اح�ی�ه ی�ک از ن�اظ�ر ن�ت�ی�ج�ه در و ک�ن�د ت�غ�ی�ی�ر ب�ح�ران�ی خ�ط دو ب�ا ن�اظ�ر ب�رخ�ورد

تغییر شده قطع ناحیههای که هستند حالاتی تنها حالت دو این که نمود بررسی میتوان .(۳−۷ (شکل شود

داد خ�واه�ی�م ن�ش�ان ادام�ه در م�یگ�وی�ی�م. ت�ق�اط�ع رخ�داد و گ�ذر رخ�داد ت�رت�ی�ب ب�ه را ۲ و ۱ رخ�داد دو م�یک�ن�ن�د.

بررسی را ناظر دید قابلیت روی بر آنها تاثیر و میشوند پردازش چگونه رخدادها نوع این از کدام هر که

میکنیم.

گذر رخداد ۱−۳−۷

ب�ح�ران�ی خ�ط ی�ک ب�ا ن�اظ�ر ک�ه ه�ن�گ�ام�ی (۱ م�یاف�ت�د: ات�ف�اق ح�ال�ت دو در گ�ذر رخ�داد ی�ک گ�ردی�د، ب�ی�ان چ�ن�ان�چ�ه

خط با دیگر ناظر که هنگامی (۲ شود، جدید دید قابلیت ناحیهی یک وارد درنتیجه و کند برخورد جدید

(شکل گردد خارج دید قابلیت ناحیهی یک از دیگر، عبارت به و نکند برخورد داشته، برخورد که بحرانی

با برخورد به شروع ناظر وقتی کرد: بیان میتوان صورت این به را رخداد دو این دوگان، فضای در .(۳−۷

شکل، بههمین میشود. دوگانه گوهی وارد دوگان فضای در بحرانی خط دوگان میکند، بحرانی خط یک

خ�ارج گ�وه از دوگ�ان ف�ض�ای در ب�ح�ران�ی خ�ط دوگ�ان ب�اش�د، ن�داش�ت�ه ب�رخ�ورد ب�ح�ران�ی خ�ط ب�ا دی�گ�ر ن�اظ�ر وق�ت�ی

گوهی یالهای روی بر بحرانی خط یک دوگان که است هنگامی رخدادها این وقوع دقیق زمان میگردد.

بگیرد. قرار دوگانه

بگیریم. درنظر را B و A یعنی ناظر، سر دو دوگان که است کافی گذر، رخدادهای تشخیص برای

و میشود نزدیک دید قابلیت ناحیهی یک مرز در l خط به (B شکل همین (به A پایانی نقطهی که هنگامی

نقطهی مجاورت در (lB = D(B) شکل همین (به lA = D(A) دوگان خط میگیرد، قرار آن مجاورت در

نقطهی دوگان فضای در کند، قطع را l خط اصلی صفحهی در A چنانچه میگیرد. قرار P = D(l) دوگان

رخ�داد، ن�وع ای�ن از ب�ع�د چ�گ�ون�ه ک�ه م�یده�ی�م ن�ش�ان ادام�ه در .(۴−۷ (ش�ک�ل ک�رد خ�واه�د ق�ط�ع را lA خ�ط P

کنیم. بهروز را دادهساختار
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Figure 6. Configuration of the dual plane, before and after a discontinuity line is crossed.

The two convex hulls that we maintain in the dual plane give us a concise description of the discontinuities in the primal
plane which, when crossed, may require an update of the visibility cycle. The hulls can be stored in linear space with respect
to the number of discontinuities. For every new positions of the endpoint A and B, the duals l A and lB are computed and a
test performed to see if any point on either of the four convex hulls in the dual plane has switched sides.

In general, we have the following proposition:

Proposition 4.1.1 After a preprocessing step in O(m+n log n) and computing the initial view of a line segment observer in
O((n+k) logn) time, where m is the number of discontinuity lines and k is the discontinuities that initially intersect the line
segment, the view from the observer among n line segment objects can be maintained in O(log n) each time a pass visibility
event occurs.

4.2 Cross Event

In the second type of visibility events, the order of intersection of two discontinuity lines changes, and an old region will
disappear and a new one will appear (Fig. 5). Notice that in this case, the set of crossed discontinuities will not change, and
in dual plane, this means that the partition of points that the wedge has been created will not change.

Now let us see what happens in the dual plane upon occurring an event of type 2 (See Fig. 7). As the observer AB come
near to the intersection point of two discontinuity lines l1 and l2, the lines wpl1 and wpl2 in the dual plane come closer to
each other, where w is the center of the wedge. At the event time, when AB passes through the intersection point of l 1 and
l2, wpl1 and wpl2 will lie on each other. After the event, the order of crossing these two discontinuity lines will change, and
wpl1 and wpl2 will switch their polar order according to wedge center. It can be easily shown that each time two dual points
pl1 and pl2 and wedge center w become collinear, a cross event is occurred, and vice versa.

Now we show how to handle this kind of event with the algorithms presented in [ 11] for computing visibility of a moving
viewpoint. Assume that there are m′ = O(m) = O(n2) points inside the wedge. Consider these m′ points as endpoint
objects and think of wedge center, w, as a moving viewpoint. When two of these endpoints become collinear with w, we can
say that w has crossed the discontinuity line that passes through these two points.

With m′ points, there will be m′′ = Θ(m′2) = O(n4) discontinuity lines (notice that in average, m ′, the number of
crossed discontinuities, is very smaller than O(n2)). Using the algorithms of [11], we can handle events of type 2. As there
are m′′ discontinuity lines, we can compute the visibility complex of the scene in O(m ′′ +m′ logm′) = O(n4 + n2 logn)
time and O(m′) = O(n2) working space. Having the visibility complex of the scene, each visibility event can be found and
handled in O(log n) time. Each visibility event corresponds to a time that the wedge center w becomes collinear with two
other points in the wedge, and an event of type 2 is occurred.

It remains to consider the situation that while a pass event occurs, in dual space, a point will be added to or remove the
wedge. In these cases we must update the visibility complex of the points inside the wedge. When a new point enters the

گذر. رخداد از بعد و قبل دوگان فضای آرایش :۴−۷ شکلِ

دوران احتمالاً و حرکت به شروع دوگان صفحهی در ناظر معادل گوهی صفحه، در ناظر حرکت با

وقوع به گذر رخداد نکند، تغییر ناظر توسط شده برخورد بحرانی خطوط مجموع که هنگامی تا کرد. خواهد

بحرانی نقاط از کدام هیچ گوه که هنگامی تا که ایناست معادل مسئله این دوگان، صفحهی در نمیپیوندد.

یا و کند برخورد جدید بحرانی خط یک با ناظر که وقتی کند. دوران و حرکت صفحه در نکرده، قطع را

این معادل رخدادها این دوگان، صفحهی در کند. تغییر باید ساختار یابد، پایان بحرانی خط با آن برخورد

رخداد یک آمدن پدید تشخیص برای شود. خارج آن از نقطه یک یا و گردد گوه وارد نقطه یک که است

تشخیص را گوه مرزهای با بحرانی نقطهی یک برخورد یعنی دوگان، صفحهی در آن معادل رخداد گذر،

نگهداری را S′۴ و S′۳ ،S′۲ ،S′۱ یعنی میآیند، بهوجود گوه توسط که نقطهای مجموعهی چهار یعنی میدهیم،

میکنیم. استفاده زیر روش از کار این برای میکنیم.

داد نشان میتوان بهراحتی میآوریم. بهدست را Si(i=۱..۴) مجموعههای از هریک محدب پوشش

بنابراین باشد. محدب پوششهای از یکی جزء باید کند برخورد گوه مرزهای با که این از قبل نقطه یک که

در کند. برخورد محدب پوششهای با حرکت درحال گوهی مرزهای که میشود ایجاد زمانی گذر رخداد

ب�ای�د و م�یش�ود دی�گ�ر م�ح�دب پ�وش�ش ی�ک وارد و ش�ده خ�ارج م�ح�دب پ�وش�ش ی�ک از ن�ق�ط�ه ی�ک ح�ال�ت، ای�ن

محدب پوشش در تغییر یک بهروزرسانی هزینهی گردند. بهروز محدب پوششهای ساختار، حفظ برای

انجام هم O(log n) شدهی سرشکن زمان در میتوان را بهروزرسانی این .[۳۹] است O(log۲ n) برابر پویا

[؟]. داد

را دید قابلیت تجزیهی سلولهای مرزهای دارند قرار محدب پوشش یک در که راسهایی مجموعه

پوشش نقاط مجموعهی به نقطه یک وقتی درنظربگیرید. را گوه خارج محدب پوشش دو مشخصمیکنند.

پوشش وارد میکند، ایجاد سابق محدب پوشش به که مماس یک توسط نقطه این میگردد، اضافه محدب

ک�ه ب�ح�ران�ی خ�ط�وط از ع�ب�ارت�ن�د ن�دارن�د، ق�رار ج�دی�د م�ح�دب پ�وش�ش در ک�ه س�اب�ق پ�وش�ش از ن�ق�اط�ی م�یگ�ردد.

از یکی حذف با شکل، همین به نیستند. دارد، قرار آن در پارهخط نهایی نقطهی که سلولی مرز جزء دیگر
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معادل نقاط این اضافهگردند. پوشش به است ممکن نقطه نامشخصی تعداد محدب، پوشش یک راسهای

پوشش چهار .[۲۲] است شده وارد آن در پایانی نقطهی که هستند جدیدی سلول مرزی بحرانی خطوط

قطعکردهاند را ناظر که بحرانی خطوط از دقیقی توصیف میکنیم، نگهداری دوگان صفحهی در که محدبی

کرد. نگهداری بحرانی خطوط تعداد به نسبت خطی حافظهی در میتوان را پوششها این میدهند.

میکند. حرکت به شروع دوگان صفحهی در هم آن متناظر گوهی صفحه، در ناظر پارهخط حرکت با

مشخص هم lB و lA گوه، مرزی خطوط حرکت مسیر ،B و A پایانی نقطهی دو حرکت معادلهی دانستن با

بهصورت دوگان صفحهی در اشیاء متناظر نقاط با خطوط این برخورد زمانهای از لیستی میتوانیم و است

باید افتادن اتفاق ترتیب به و هستند گذر رخداد یک زمانها این از کدام هر بیاوریم. دست به شده مرتب

زم�ان ب�دت�ری�ن در و O(log n) س�رش�ک�نش�دهی زم�ان در م�یت�وان را رخ�داده�ا ای�ن از ه�رک�دام ش�ون�د. پ�ردازش

هستند صفحه در محدب پوشش چهار اینجا در که شده، نگهداری دادهساختار و کرد پردازش O(log۲ n)

داشت: خواهیم را زیر نتیجهی شد، گفته آنچه بنابر کنیم. نگهداری را

در پارهخطی ناظر اولیهی دید قابلیت محاسبه و O(m + n log n) زمان در پیشپردازش از بعد ۲ گزاره

با ابتدا در که است بحرانیای خطوط تعداد k و بحرانی خطوط کل تعداد m که ،O((n+ k) log n) زمان

کرد. بهروز O(log n) زمان در میتوان را ناظر دید قابلیت گذر، رخداد هر با برخوردکردهاند، ناظر

تقاطع رخداد ۲−۳−۷

با ناظر برخورد ترتیب که است زمانی میافتد اتفاق پارهخط ناظر دید قابلیت ساختار در که تغییری دوم نوع

که بحرانیای خطوط مجموعه حالت، این در که کنید دقت .(۳−۷ (شکل تغییرکند دید قابلیت ناحیهی دو

و ای�ج�ادک�ردهاس�ت ص�ف�ح�ه در گ�وه ک�ه ن�ق�اط از اف�رازی ب�ن�اب�رای�ن ن�م�یک�ن�د. ت�غ�ی�ی�ر م�یک�ن�د ب�رخ�ورد آنه�ا ب�ا ن�اظ�ر

نمییابند. تغییر محدب پوششهای مجموعهی

را ۵−۷ (شکل میافتد اتفاقی چه تقاطع رخداد یک آمدن پدید زمان در که میکنیم بررسی اکنون

با گوهی به ناظر دوگان، صفحهی در میگیریم. نظر در l۲ و l۱ انفصال خط دو همراه به را AB ناظر ببینید).

در پ�ارهخ�ط، ح�رک�ت ب�ا .Pl۲ و Pl۱ ن�ق�اط ب�ه l۲ و l۱ خ�ط�وط و م�یش�ود ت�ب�دی�ل lB و lA م�رزه�ای ب�ا و w م�رک�ز

در مییابد. کاهش آنها بین زاویهی و میشوند نزدیکتر هم به wpl۲ و wpl۱ پارهخطهای دوگان صفحهی

میگردند. منطبق هم بر wpl۲ و wpl۱ قرارمیگیرد، l۲ و l۱ برخورد نقطهی در AB که هنگامی رخداد، زمان

زاویهای ترتیب wpl۲ و wpl۱ و میکند تغییر بحرانی خطوط این با ناظر برخورد ترتیب تقاطع، رخداد از بعد

و pl۱ دوگان نقطهی دو هرگاه که داد نشان میتوان ترتیب این به میدهند. تغییر گوه مرکز به نسبت را خود

برعکس. و میآید، وجود به تقاطع رخداد یک بگیرند قرار راستا یک در ،w گوهی مرکز و pl۲
محاسبه برای [۴۱] در که الگوریتمی وسیلهی به را رخداد نوع این چگونه که میدهیم نشان اکنون

m′ برابر گوه داخل نقاط تعداد که کنید فرض کنیم. پردازش است، شده مطرح نقطهای ناظر یک دید قابلیت

به را گوه مرکز و چندضلعیها، رئوس عنوان به را گوه داخل نقاط این .m′ = O(m) = O(n۲) که است،

وقتی میگیریم. نظر در چندضلعی اشیاء میان در متحرک ناظر دید قابلیت مسئله برای نقطهای ناظر عنوان

دو این توسط شده تعریف بحرانی خط از w که است این معادل شوند، همراستا w با رئوس این از نقطه دو

کند. عبور راس
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Figure 7. A cross

wedge, we have to insert this object in our visibility complex. This is done by computing a view around the point using
the current visibility complex which can be done in O(m ′ log n) where m′ is the number of points inside the wedge, using
the techniques described by Rivière [11]. Similarly, when a point leaves the wedge, the edges of the visibility complex
corresponding to segments passing through this point must be removed. This work can be done in O(m ′).

Proposition 4.2.1 After a preprocessing step in O(m ′2 + (m′ + n) logn) and computing the initial view of a line segment
observer in O((m′ + n) logn), where m′ is the number of discontinuity lines that intersect the segment observer, we can
handle a pass event in O(log n + m′ logn) time and a cross event in O(log n) time. In other words, if there are k1 pass
events and k2 cross events, we can update the view in O(k1(logn+m′ logn) + k2 logn).

Another approach for handling cross events is to use Kinetic Data Structure [ 1]. Kinetic Data Structure (KDS) is a
framework for maintaining certain attributes of a set of objects moving in a continuous manner.

We claim that to find a cross event, we only need to have an ordered list of points in the wedge according to their polar
angles, with w as their center. It can be easily seen that when a cross event occurs, for a small time before the event, two
points participating in the events becomes adjacent to each other in the list. To maintain this ordered list of points, we need
m′ certificates.

A KDS event happens if a certificate fails. All the events are placed in a priority queue, sorted by the time they occur.
When an event happens, we examine the proof (the set of certificates) and update it. The initial event list can be built in
O(m logm) time, using a suitable event queue. For each event, we need to update at most two certificates. We just need to
find these certificates in the proof scheme and replace them with the new ones, which takes O(log n) time.

Upon occurring a cross event, we must update the visibility of the segment observer. This can be done by finding the
corresponding face in the visibility complex of the segment objects which takes O(log n) time [ 10].

When an pass event occurs, we need to update our certificate list. This can be done in O(1), because when a new point
enters the wedge or leave it, it must always be the first or last point in the ordered list of points (remember that this point
must be adjacent to dual of A or B just before changing its position with respect to wedge). In general we have the following
proposition.

Proposition 4.2.2 After a preprocessing step in O(m + (m ′ + n) logn) and computing the initial view of a line segment
observer in O((m′ + n) logn), where m is the number of discontinuity lines and m ′ is the number of those discontinuities
that intersect the line segment, we can find the next event that changes the visibility of the observer in O(log n) and update
the visibility in O(log n).

در چ�پ)، (س�م�ت ت�ق�اط�ع رخ�داد از ق�ب�ل (پ�ای�ی�ن)، دوگ�ان ص�ف�ح�ه و (ب�الا) اص�ل�ی ص�ف�ح�ه وض�ع�ی�ت :۵−۷ ش�ک�لِ

راست). (سمت تقاطع رخداد از بعد و (وسط) تقاطع هنگام

ه�رچ�ن�د داش�ت، خ�واه�ی�م ب�ح�ران�ی خ�ط m′′ = O(m′۲) = O(n۴) ص�ف�ح�ه، در رأس m′ ت�ع�داد ب�ا

دید قابلیت تغییرات ،[۴۱] الگوریتم از استفاده با بود. خواهد O(n۲) از کمتر خیلی m′ میانگین، بهصورت

ب�ا ال�گ�وری�ت�م ای�ن در م�یک�ن�ی�م. پ�ردازش را اص�ل�ی، م�س�ئ�ل�ه در ت�ق�اط�ع رخ�داد ه�م�ان ی�ا و م�س�ئ�ل�ه، ای�ن در ن�ق�ط�های

پردازش O(log n) زمان در میتوان را دید قابلیت تغییر هر صحنه، اشیاء برای دید قابلیت مجتمع محاسبهی

و O(m′′ +m′ logm′) زمان در را صحنه دید قابلیت مجتمع است. صحنه پیچیدگی اینجا در n که کرد،

بهدست O(m′) = O(n۲) حافظه با و (O(log n۲) = O(log n) اینکه به توجه (با O(n۴ + n۲ log n) یا

پردازش O(logm′) = O(log n) زمان در را دید قابلیت رخداد هر دید، قابلیت مجتمع داشتن با آوریم.

گ�وه داخ�ل ن�ق�ط�هی دو ب�ا w ش�دن ه�مراس�ت�ا ب�ا م�ت�ن�اظ�ر دی�د ق�اب�ل�ی�ت رخ�داد ه�ر گ�ف�ت�ی�م، ک�ه ه�م�انط�ور م�یک�ن�ی�م.

میباشد. تقاطع رخداد یک معادل این و است،

رخداد پردازش برای که دادهساختاری این بر گذر رخداد یک تاثیر بررسی میماند، باقی که نکتهای

خارج گوه از نقطهای دوگان، صفحهی در که میشود ایجاد وقتی تاثیر این میباشد. کردهایم، ایجاد تقاطع

وق�ت�ی ک�ن�ی�م. ب�هروز را گ�وه درون ن�ق�اط دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ج�ت�م�ع ب�ای�د م�واق�ع ای�ن در ش�ود. گ�وه وارد ن�ق�ط�های ی�ا و

محاسبهی با میتوان را کار این کنیم. اضافه دید قابلیت مجتمع به را آن بایستی میشود، گوه وارد نقطهای

که داد، انجام است محاسبه قابل O(m′ log n) زمان در که دید قابلیت مجتمع وسیله به نقطه این دید قابلیت

متناظر یالهای باید میکند، ترک را گوه نقطهای وقتی مشابه، شکل به میباشد. گوه درون نقاط تعداد m′

.[۴۱] داد انجام O(m′) زمان در میتوان را کار این که کرد، حذف را دید قابلیت مجتمع در آن

میرسیم: زیر کلی نتیجهی به بالا مباحث از

یک اولیه دید قابلیت محاسبه و O(m′۲ + (m′ + n) log n) زمان در پیشپردازش مرحلهی بعداز ۳ گزاره
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کردهاند، برخورد ناظر با که است بحرانی خطوط تعداد m′ که ،O((m′ + n) log n) زمان در پارهخطی ناظر

پردازش O(log n) زمان در را تقاطع رخداد یک و O((m′+۱) log n) زمان در را گذر رخداد یک میتوانیم

کنیم.

رخدادها پردازش برای محلی محاسبات ۴−۷

برای میدهند. رخ اشیاء توسط شده تشکیل بحرانی خطوط در دید قابلیت تغییرات که دیدیم قبل بخش در

.[۲۹] میباشد O(n۲) و Ω(n) بحرانی خطوط تعداد شیء، n شامل صحنه یک

را ب�ح�ران�ی خ�ط�وط ت�وس�ط ش�ده ت�ش�ک�ی�ل دی�د ق�اب�ل�ی�ت ت�ج�زی�هی دی�دی�م، ق�ب�ل ب�خ�ش در ک�ه روش�ی در

است. ثابت سلول یک در دید قابلیت که میکند تقسیم سلولهایی به را صفحه تجزیه این کردیم. محاسبه

ب�ا ب�اش�ی�م. داش�ت�ه را دارد ق�رار آنه�ا در ک�ه س�ل�وله�ای�ی اط�لاع�ات ک�ه اس�ت ک�اف�ی ن�اظ�ر، ی�ک ح�رک�ت ه�ن�گ�ام در

میکنیم. بهروز شدهاند ذخیره سلولها در که اطلاعاتی با را دید قابلیت سلولها، این تغییر

ت�ع�داد اس�ت. ب�ح�ران�ی خ�ط�وط آرای�ش ب�الای پ�ی�چ�ی�دگ�ی دارد، وج�ود ش�ده م�ط�رح روش ک�ه م�ش�ک�ل�ی

O(n۲) صحنه، در شیء n برای بحرانی خطوط تعداد خود و است، O(m۲) بحرانی خط m برای سلولها

سلولهای اطلاعات تنها ولی میشوند، پردازش صحنه سلولهای همهی اطلاعات دیگر، عبارت به است.

پ�ی�شپ�ردازش ب�ر (ع�لاوه داراس�ت روش ای�ن ک�ه دی�گ�ری م�ش�ک�ل م�یگ�ی�رن�د. ق�رار اس�ت�ف�اده م�ورد ن�اظ�ر م�ج�اور

خطوط با ناظر برخورد از که هستند واقعی غیر رخدادهای سلولها)، همهی اطلاعات محاسبه برای پرهزینه

میشوند. ایجاد دور سلولهای مرزی بحرانی

میدهیم. ارائه قطعهای ناظر دید قابلیت برای محاسبات کردن محلی برای روشی بخش این در

توپولوژیکی نقشه ۱−۴−۷

تا ساختار این است. شده معرفی [۳۶] در که میکنیم مطرح را توپولوژیکی۳ نقشه اسم به ساختاری ابتدا در

.[۱۵] میگیرد قرار استفاده مورد مکانیابی مسئله در که است ذوزنقهای۴ نقشه شبیه حدودی

ناظر یک و ندارند، یکدیگر با برخوردی که پارهخط n از S مجموعه صفحه، در که میکنیم فرض

پ�ارهخ�ط ه�ر راسه�ای از ی�ک ه�ر از ام�ت�داد دو رس�م از ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی ب�اش�د. داش�ت�ه وج�ود v ن�ق�ط�های

این میباشد. مخالف جهت در دیگر امتداد و v دید نقطهی سمت به راس از امتداد یک که میآید، بهدست

،S توپولوژیکی نقشهی میشوند. متوقف کنند برخورد دیگر پارهخط یک یا و دید نقطه با که وقتی امتدادها

وجههای .(۶−۷ (شکل میشود ایجاد امتدادها و v ناظر نقطهی ،S توسط که است صفحه تقسیمبندی یک

میشود. گفته سلول ساده طور به یا توپولوژیکی سلولهای تقسیمبندی این

س�ل�ول ه�ر ب�اش�د. س�ل�ول دو ه�ر م�رز ج�زء ام�ت�داده�ا از ی�ک�ی اگ�ر ه�س�ت�ن�د ه�م�س�ای�ه c۲ و c۱ س�ل�ول دو

یک کامل اطلاعات نگهداری برای ترتیب این به .(۷−۷ (شکل خواهدداشت همسایه سلول چهار حداکثر

3Topological map

4Trapezoidal map
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Abstract

In this paper we study combinatorial segment visibility, and show how to compute and maintain it as the observer moves
in the plane. There aren non-overlapping convex objects in the plane, and we have a segment observer among them. We
first consider static case of the problem, in which the observer and objects are static, and then we study dynamic case of the
problem, in which the observer can move among obstacles.
keywords: segment visibility, discontinuity lines, visibility complex, duality, dynamic convex hull.

1 Introduction

Visibility of a point observer has been studied widely in computational geometry. In visibility computations, the object
which is seen along rays is determined. As recomputing visibility of moving object that can be seen along a ray is a time
consuming task, some solutions classify rays according to their visibility: after finding the object along a given ray, we only
need to identify the set of rays that contains the given ray and read the visibility properties of the specified rays.

a point changes from one side of the sep/
arating line to the other1 In this case3 the
point must be removed from one convex hull
and inserted into the other one1 To main/
tain a dynamic convex hull3 Ghali;Stewart
use the algorithm of Overmars and van
Leeuwen @OvermABC which permits an in/
sertDdelete operation at a cost of O log m$1
The set of visible segments is not always up/
dated when the viewpoint crosses a discon/
tinuity line3 although the convex hulls must
be updated to maintain the description of
the current cell1 We will examine visibility
changes in detail later1

 Local Approach

The algorithm of Ghali;Stewart computes a set
of all discontinuities to form an implicit descrip/
tion of the current cell1 In our view3 it uses the
global information about a scene to extract the
local visibility information1 Instead3 we propose
the local structure which encodes only disconti/
nuity lines that will be processed in the near fu/
ture1 The structure we suggest is similar to a
trapezoidal map used for solving a point location
problem @BergHIC1 We call it the topological map1

 !" Topological Map

Let us suppose that the scene consists of a set S of
n nonintersecting line segments and an initial po/
sition of the viewpoint V is given1 We introduce a
simpliJcation here that will make things easier for
us and that is not essential for the rest of the al/
gorithm as we show later1 We assume that no two
arbitrary endpoints and the viewpoint are colin/
ear1 The topological map is obtained by drawing
two extensions from every endpoint of each seg/
ment3 one extension going towards the viewpoint
and the other one going in the opposite direction1
The extensions stop when they intersect another
segment of S or the viewpoint V 1 The topological
map of S is the subdivision of the plane induced
by S3 the viewpoint V and extensions1 Figure M
shows an example1 We will call faces of the sub/
division topological cells or simply cells1

We call two cells c! and c adjacent if they
meet along a common extension1 Because of our
assumption3 a cell has at most four adjacent cells3
see Figure O1 This fact permits a very simple rep/
resentation of the topological map based on ad/
jacency1 In addition to pointers to neighbouring
cells3 we store pointers to the left and right ad/
jacent endpoints and pointers to the upper and
lower bounding segments1 If a cell has only one
neighbouring cell on a side3 both pointers point
to this cell1

cell
extension

viewpoint

Figure MP The topological map for a set of line
segments1

Figure OP The possibilities in adjacency1 Cell A
has two neighbouring cells3 cell B has three ad/
jacent cells and cell C is adjoined to four other
cells1

There are three types of cells3 cells meeting
at the viewpoint3 interior cells inside the scene
and open cells on a border1 Obviously3 if the cell
touching the viewpoint is bounded from the up/
per site3 the boundary is made of a visible part of
a line segment1 To maintain the visible line seg/
ments3 we can record a cell adjoined to the view/
point and using the adjacency obtain remaining
cells1 Due to our assumption3 it can be easily
shown that there is exactly %n cells for n non/
intersecting line segments1 Using a radial sweep
algorithm around the viewpoint3 the topological
map can be made at a cost of O n logn$ time and
O n$ space1

In the following section3 we show how to main/
tain the visibility for a moving viewpoint using
the topological map1 We also justify our assump/
tion about the endpoint positions1

 !, Discontinuity lines and changes
in visibility

Each cell of the topological map has two adjacent
endpoints1 If we connect these endpoints with a
line3 we create the discontinuity line arising from
the cell3 Figure U1 As the number of cells is linear3
the number of discontinuity lines we get is also

Figure 1. A line segment observer among convex objects.

In this paper we define combinatorial line segment visibility amongn convex objects, and show how to compute and
maintain it as the objects moves in the plane. We say that the line segment observerseesan object, if and only if there
is a point in the observer that can see the object. This definition differs from other possible segment-visibility definitions
in that here we just want to know whether an object is visible from the observer, but the exact portion of the object seen
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shown that there is exactly %n cells for n non/
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the topological map1 We also justify our assump/
tion about the endpoint positions1

 !, Discontinuity lines and changes
in visibility

Each cell of the topological map has two adjacent
endpoints1 If we connect these endpoints with a
line3 we create the discontinuity line arising from
the cell3 Figure U1 As the number of cells is linear3
the number of discontinuity lines we get is also

A

B
C

Figure 1. A line segment observer among convex objects.

In this paper we define combinatorial line segment visibility amongn convex objects, and show how to compute and
maintain it as the objects moves in the plane. We say that the line segment observerseesan object, if and only if there
is a point in the observer that can see the object. This definition differs from other possible segment-visibility definitions
in that here we just want to know whether an object is visible from the observer, but the exact portion of the object seen

در B سلول دارد، همسایه سلول دو A سلول توپولوژیکی. نقشهی در مختلف همسایگیهای :۷−۷ شکلِ

دارد. قرار دیگر سلول چهار همسایگی در C سلول و است دیگر سلول سه مجاورت

سلول مجاور چپ و راست سمت راس به اشارهگرهایی مجاور، سلولهای به اشارهگرهایی بر علاوه سلول،

میکنیم. نگهداری آن پایین و بالا پارهخطهای و

سلولهای میکنند، برخورد دید نقطهی در که سلولهایی دارد: وجود سلول نوع سه کلی طور به

بالا سمت از است دید نقطهی شامل که سلول یک چنانچه مرز. در باز سلولهای و صحنه داخل درونی

پارهخطهای نگهداری برای است. پارهخط یک دید قابل قسمت شامل سلول بالایی مرز باشد، شده محدود

داش�ت�ه را دی�د ن�ق�ط�هی م�ج�اور س�ل�وله�ای ای�ن از ی�ک�ی م�یت�وان�ی�م ت�وپ�ول�وژی�ک�ی، ن�ق�ش�هی داش�ت�ن ب�ا دی�د، ق�اب�ل

که فرضهایی طبق آوریم. بهدست را دیگر سلولهای سلولها، مجاورتی اطلاعات از استفاده با و باشیم

از اس�ت�ف�اده ب�ا داش�ت. خ�واه�د وج�ود س�ل�ول ۳n دق�ی�ق�ا پ�ارهخ�ط، n ب�رای ک�ه داد ن�ش�ان م�یت�وان گ�رف�ت، ص�ورت

و O(n log n) زم�ان در را ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی م�یت�وان دی�د، ن�ق�ط�هی ح�ول زاوی�های روب�ش ال�گ�وری�ت�م ی�ک

.[۳۶] ساخت O(n) فضای

و پ�ارهخ�ط ی�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ح�ل�ی م�ح�اس�ب�هی در ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی از اس�ت�ف�اده روش ادام�ه در

کرد. خواهیم بیان را پارهخط حرکت طی در آن نگهداری
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C

Figure 6: Each cell generates a discontinuity line.

local information about the visibility concerning the cur-
rent viewpoint position. Any change in the scene is pro-
jected only to changes with respect to the actual viewpoint
position. In opposite, visibility graph or visibility complex
stores information about visibility independently from the
actual viewpoint position. Therefore, if we want to make
a change to the scene we have to update this global infor-
mation.

4.1 Inserting a Segment

Inserting a segment into a scene consists of a small number
of steps we describe now. At first, we have to find out
which cells the insertion of a new segment concerns. We
find the cell containing e.g. the left point of the inserted
segment. Then we create a list of cells the new segment
goes through. Finally, we create necessary new cells and
update each cell in list so the new segment is accounted
for.

4.1.1 Find the Cell Containing the Left Endpoint

First of all, we have to find out where the new segment
belongs. This step depends on the nature of the input we
get. If the new segment is entered from a graphic device
like a mouse, we have to find out explicitly a cell the new
segment goes through. This is a form of a point location
problem. A simple algorithm starts at an arbitrary cell and
traverses the map in the direction to the endpoint of the
inserted segment. Locating the starting cell in such a way
takes

�������
time.

However, we can also imagine that the new segment
enters the scene after an event in the scene occurs, e.g.
the viewpoint bounces a segment and the touched segment
splits into the new ones. In such a case, we do not need to
search the cell where the new segment starts because it is
already known from the context. There is also a possibility

of using auxiliary structures that will speed up the finding
of the starting cell [2].

4.1.2 Find Intersected Cells

Let us assume that the cell containing the left endpoint of
the new segment have been already found. Selecting the
remaining intersected cells is then easy. Until the right3

endpoint of the new segment does not lies on the left from
the right boundary of the current cell, we add the current
cell to the list of intersected cells. Then we continue on
the right upper or right lower neighbouring cell. Let us
label the number of visited cells as

�
. If we assume that

the size of the new segment is comparable to the size of
existing segments, we can expect that

�
will be close to�������

. Unfortunately, we can not avoid of traversing
�������

cells in the worst case.

4.1.3 Update Intersected Cells

The last step of inserting new segment processes the set of
intersected cells we got in previous step. Update begins in
the cell containing the left endpoint, where 2 new cells are
created as can be seen in the Figure 7a). Then we take cells
from the list and step by step update the extensions the way
that they now abut on the new segment, see Figure 7b). In
the last intersected cell, another new cell is created and
inserted into the topological map. Figure 7c) illustrates
this.

cells

truncate

the extensions
create new

cell

c)a) b)

create new

Figure 7: Inserting a new segment.

Each cell of the topological map is updated in a con-
stant time, but we have to update also the corresponding
discontinuity lines in the dual plane 4. An update of the
convex hull in the dual plane takes

�������� 	 ���
time per a

cell. Therefore, the total time for inserting a new segment
amounts to

��� � ���� 	 ���
, where

�
is the number of cells

intersected by the new segment.

3Meanings of on the right and on the left are relative to radial ordering
around the viewpoint.

4Note that only discontinuity lines whose generating cells have end-
points on opposite sides of the new segment have to be actually updated.

توپولوژیکی. نقشهی در C سلول توسط شده ایجاد بحرانی خط :۸−۷ شکلِ

ایستا دید قابلیت ۲−۴−۷

کنیم، متصل هم به خط یک با را راس دو این اگر دارند. مجاور راس دو توپولوژیکی نقشهی در سلول هر

س�ل�وله�ا ت�ع�داد چ�ون .(۸−۷ (ش�ک�ل م�یآوری�م دس�ت ب�ه را م�یآی�د وج�ود ب�ه س�ل�ول ت�وس�ط ک�ه ب�ح�ران�ی خ�ط

خ�ط�وط ای�ن ب�ود. خ�واه�د خ�ط�ی ن�ی�ز م�یآی�د دس�ت ب�ه ش�ک�ل ای�ن ب�ه ک�ه ب�ح�ران�ی خ�ط�وط ت�ع�داد اس�ت، خ�ط�ی

میآید. دست به دید قابلیت گراف در که است بحرانی خطوط همهی از زیرمجموعهای

ن�اظ�ر ی�ک اب�ت�دا در م�یک�ن�ی�م. ب�ی�ان ای�س�ت�ا ق�ط�ع�های ن�اظ�ر ی�ک ب�رای را ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی م�ف�ه�وم ح�ال

به آن به نسبت را صحنه توپولوژیکی نقشهی و میگیریم نظر در پارهخط رئوس از یکی روی را نقطهای

تغییرات باید پارهخط، دیگر راس سمت به و پارهخط طول در نقطهای ناظر این حرکت با میآوریم. دست

میکنند تغییر نقشه توپولوژی که مواقعی است کافی فقط خوشبختانه کنیم. مشخص را توپولوژیک نقشهی

این برسیم. ناظر پارهخط با بحرانی خط یک تقاطع به که میدهد رخ وقتی تغییر این آوریم. دست به را

است. متناظر هم به نسبت نظر مورد بحرانی خط دهندهی تشکیل سلول رأس دو جهت تغییر با برخورد

سلولهای و نظر مورد سلول توپولوژی رخداد این در میماند. ثابت برخورد از بعد نقشه سلولهای تعداد

حالتهای تعداد میکنند. تغییر هم سلولها این از آمده بهدست بحرانی خطوط و میکنند تغییر آن مجاور

است. آمده ۹−۷ شکل در و میباشد محدود سلول یک تغییر

مجموعهی خطوط، از جدیدی تعداد آمدن وجود به و نقشه بحرانی خطوط از تعدادی شدن حذف با

اگ�ر ک�ه ت�رت�ی�ب ای�ن ب�ه ک�رد، خ�واه�د ت�غ�ی�ی�ر ه�م ق�ط�ع�های ن�اظ�ر ط�ول در ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی ت�غ�ی�ی�ر رخ�داده�ای

ناظر با فعلی رخداد نقطهی از بعد نقطهای در حذف از قبل است، شده حذف که بحرانی خطوط از یکی

جدید بحرانی خط یک اگر همچنین شد. خواهد حذف هم برخورد این متناظر رخداد باشد، کرده برخورد

صف در برخورد این متناظر جدید رخداد یک کند، برخورد ناظر با فعلی رخداد نقطهی از بعد نقطهای در

و حذف این تعداد میباشد، ثابت یافته تغییر سلولهای تعداد چون که است بدیهی میشود. اضافه رخدادها
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linear& They compose a subset of all discontinuity
lines encoded within the visibility graph&

Figure 89 Discontinuity line generated by the cell
C in the topological map&

When the viewpoint begins to mo e< we ha e
to change the topological map accordingly& Fortu=
nately< every mo ement does not need an update<
only a mo ement changing the topology& Such
situation arises when the viewpoint crosses some
of the discontinuity lines& Crossing a discontinu=
ity line corresponds to the change in the mutual
position of segment endpoints in the generating
cell& The number of cells remains constant after
this change& When the viewpoint crosses discon=
tinuity line generated by a cell< we update both
adjacent cells and their corresponding discontinu=
ity lines& There is only a small number of possi=
bilities how to alter the topological map and they
are all localized< see Figure B&

We argue about the assumption that no t o
endpoints are collinear with the viewpoint now&
If the assumption was not fulDled< the cell migh
ha e an arbitrary number of adjacent cells& In
such a case< we would lose simplicity of the data
representation& Ho ever< we use the topological
map in order to keep up the visibility from the
viewpoint& Then< if t o endpoints are in a co er<

e see only the Drst one& Therefore< we can shift
a bit the viewpoint in the right direction so that
no t o endpoints lie on a line and the correct
visibility is conserved&

 Using Local Approach

in G0S Algorithm

In this section it will be shown how to employ
the topological map in context of the GIS al=
gorithm& The construction of a topological map

Figure B9 Possible changes in the topological map
when crossing the discontinuity line generated by
the cell C& Adjacent cells are labeled by numbers&

corresponds to the Drst step of the algorithm de=
scribed in the section L& Now< we demonstrate
how to perform the remaining steps&

 !" With the dual transformation

An obvious way how to do so is simply to follo
the GhaliNs approach& We dualize the discontinu=
ity lines that are encoded in the topological map&
Thus< we get a set of O n! points in the dual
plane& The viewpoint is also dualized and the line

e get splits the points into t o sets& We make
a con ex hull for each set and use it to detect
if some point changes its position with respect to
the line& When a point crosses the line< we update
the structures& To maintain the dynamic con ex
hulls< we apply an algorithm of Overmars and van
Leeu en QOvermRST&

In GhaliNs algorithm< the set of points in the
dual plane is static and the con ex hulls change
only& The number of points is in " n! and O n !&
In our approach< positions of points as well as the
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Figure 1. A line segment observer among convex objects.

2 Preliminaries

2.1 Point Visibility

Visibility of a point observer has been studied widely in computer geometry literature. One proposed solution is to
compute regions that have constant visibility (see Fig. 2) and switch among the regions as the point observer moves. By
moving the observer, the visibility changes only along somespecial places, which are calleddiscontinuity linesor visibility
events. So, we can compute an arrangement of these lines that a scenecontains. Usually a visibility graph is used to store the
set of all discontinuity lines [7]. Forn input segments, there would beO(n2) discontinuity lines, and the number of regions
in the arrangement isO(n4).

Two algorithms whose internal structure is derived from thevisibility graph are proposed to solve the problem, namely,
Ghali and Stewart’s algorithm [6], and Rivière’s algorithm [11] for polygonal scenes. After deriving the internal structure,
Rivière’s algorithm creates another structure named visibility complex [10], which contains more information than the visi-
bility graph while still has the same complexity as it. Ghaliand Stewart use a duality concept in their algorithm to gain more
efficiency. Geometric duality is a known tool which has been used in classical projective geometry for many years. This
concept has had a useful role in solving a number of geometricproblems in recent years (see e.g. [4]). We will describe these
two approaches in more detail.

2.2 Computing a view around a point

In this section we review two algorithms presented for computing the view around a moving point.

2.2.1 Ghali and Stewart’s Algorithm

As our approach is related to the Ghali and Stewart algorithm[5, 6], we will shortly review it in this section. The algorithm
consists of the following steps:

س�ل�وله�ای .C س�ل�ول ب�ح�ران�ی خ�ط از ع�ب�ور ه�ن�گ�ام در ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی در م�م�ک�ن ت�غ�ی�ی�رات :۹−۷ ش�ک�لِ

شدهاند. مشخص عدد با مجاور

O(log n) زمان در رخدادها اولویت صف از اضافه و حذف این و بود خواهد ثابت هم رخدادها اضافهی

است. پردازش قابل

محاسبهی است. ایستا حالت در پارهخط ناظر دید قابلیت محاسبهی اینجا در ما نظر مورد مسئلهی

O(n) حافظهی و O(n log n) زمان در پارهخط شروع رأس دید قابلیت محاسبهی و توپولوژیکی نقشهی

زم�ان ب�ه ه�م پ�ارهخ�ط ب�ا ب�ح�ران�ی خ�ط�وط ب�رخ�ورد اس�اس ب�ر رخ�داده�ا ل�ی�س�ت س�اخ�ت�ن .[۳۶] اس�ت ان�ج�ام ق�اب�ل

ب�ا ب�ح�ران�ی خ�ط ه�ر ب�رخ�ورد ب�ررس�ی و دارد وج�ود ب�ح�ران�ی خ�ط n ک�ه ک�ن�ی�د دق�ت دارد. اح�ت�ی�اج O(n log n)

رخ�داد زم�ان اس�اس ب�ر ب�ای�د را م�م�ک�ن رخ�داد O(n) ک�ه ای�ن ب�ه ت�وج�ه ب�ا اس�ت، ان�ج�ام ق�اب�ل O(۱) در پ�ارهخ�ط

ساختار که وقتی تا میرسیم. O(n log n) زمان به کرد، مرتب پارهخط روی برخورد نقطهای ترتیب یا و

به رسیدن با داشت. نخواهد ساختاری تغییر ناظر پارهخط طول در دید قابلیت نکند، تغییر نقشه توپولوژیک

رخداد k اگر پس میشوند. بهروز O(log n) در آن از ناشی دید قابلیت و توپولوژیک نقشهی رخداد، یک

ناظر دید قابلیت ،O(n log n) پیشپردازش هزینهی به توجه با باشد، داشته وجود ناظر پارهخط طول در

آورد. دست به O((n+ k) log n) زمان در میتوان را پارهخطی

زم���ان در م���یت���وان را پ���ارهخ���ط ی���ک از دی���د ق���اب���ل���ی���ت م���ح���دب، ش���یء n ش���ام���ل ص���ح���ن���های در ۴ گزاره

میکنند. برخورد پارهخط با که است بحرانی خطوط تعداد k که کرد، محاسبه O((n+ k) log n)
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ب�ه اح�ت�ی�اج�ی و دادهای�م دس�ت از را پ�ی�شپ�ردازش م�رح�ل�هی ،۳ گ�زاره ب�ا م�ق�ای�س�ه در ت�رت�ی�ب ای�ن ب�ه

نداریم. صحنه دید قابلیت مجتمع محاسبهی

پویا دید قابلیت ۳−۴−۷

ن�اظ�ر و ان�ف�ص�ال خ�ط�وط م�ج�م�وع�هی م�یک�ن�ی�م: ع�م�ل ک�ردی�م اس�ت�ف�اده ق�ب�لاً ک�ه روش�ی م�ان�ن�د ه�م پ�وی�ا ح�ال�ت در

خ�ط�وط م�ج�م�وع�هی ک�ه اس�ت ای�ن دارد وج�ود ای�نج�ا در ک�ه ت�ف�اوت�ی م�یب�ری�م. دوگ�ان ف�ض�ای ب�ه را پ�ارهخ�ط�ی

ت�ن�ه�ا ب�ل�ک�ه ن�ی�س�ت، ص�ح�ن�ه در م�وج�ود ب�ح�ران�ی خ�ط O(n۲) ه�م�هی م�یگ�ی�رد، ق�رار ب�ررس�ی م�ورد ک�ه ب�ح�ران�ی

خ�ط�وط ای�ن ت�ع�داد ب�اش�ن�د. داش�ت�ه ح�ض�ور ن�اظ�ر ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی در ک�ه م�یش�ون�د گ�رف�ت�ه ن�ظ�ر در خ�ط�وط�ی

گذر رخدادهای قبل مانند است. بحرانی خطوط با اولیه حالت در ناظر برخورد تعداد k که است O(n+ k)

میدهیم. تشخیص دوگان فضای در بحرانی خطوط این وضعیت کمک به را تقاطع و

وج�ود ب�ه از ب�ع�د ق�ط�ع�های ن�اظ�ر ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی وض�ع�ی�ت داش�ت، ن�ظ�ر در ب�ای�د ک�ه م�ه�م�ی ن�ک�ت�هی

روی توپولوژیکی نقشهی تغییر محل به نقطه یک گذر، رخداد هر با است. تقاطع و گذر رخدادهای آمدن

پارهخط روی بر توپولوژیکی نقشهی تغییر نقطهی دو ترتیب تقاطع، رخداد یک در میشود. افزوده ناظر

میکند. تغییر ناظر

توپولوژیکی نقشهی که است شکل این به قطعهای ناظر توپولوژیکی نقشهی مفهوم یادآوری برای

هرجا پارهخط، طول در دیگر رأس سمت به حرکت ضمن و میکنیم محاسبه را پارهخط رأسهای از یکی

تغییر توپولوژیکی نقشهی در بحرانی خط آن متناظر سلولهای و باشد کرده برخورد بحرانی خط با پارهخط

بحرانی خطوط با پارهخط برخورد نقاط ترتیب و تعداد پس میکنیم. نگهداری و محاسبه را تغییر این کند،

تقاطعها این به گذر، رخداد در گفتیم، که همانطور دارد. اهمیت پارهخط توپولوژیکی نقشهی تعیین برای

بدیهی میکند. تغییر مجاور تقاطع نقطه دو ترتیب تقاطع، رخداد در درحالیکه میشود، کم آن از یا و اضافه

میانجامد. پارهخط طول در توپولوژیکی نقشهی توپولوژی تغییر به هم برخورد ترتیب تغییر که است

از ب�ع�د م�یپ�ردازی�م. ح�ال�ت ای�ن در ت�ق�اط�ع و گ�ذر رخ�داده�ای پ�ردازش پ�ی�چ�ی�دگ�ی ب�ررس�ی ب�ه ح�ال

س�اخ�ت�ار ک�ه اس�ت ک�اف�ی ت�ن�ه�ا ت�ق�اط�ع ی�ا گ�ذر رخ�داد ه�ر در اول�ی�ه، ح�ال�ت در پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل�ی�ت م�ح�اس�ب�هی

که همانطور شود. محاسبه آن با متناظر دید قابلیت تغییر و گردد بهروز نقطه آن در توپولوژیکی نقشهی

ب�رای ه�م زم�ان ه�م�ی�ن داد. ان�ج�ام O(log n) زم�ان در م�یت�وان را ت�وپ�ول�وژی�ک�ی ن�ق�ش�هی ب�هروزرس�ان�ی ش�د ب�ی�ان

است. احتیاج نقطه آن در دید قابلیت بهروزرسانی

خلاصه ۵−۷

ن�ش�ان پ�رداخ�ت�ی�م. ص�ف�ح�ه در م�ج�زا ش�یء ت�ع�دادی م�ی�ان در پ�ارهخ�ط ی�ک دی�د ق�اب�ل�ی�ت ب�ررس�ی ب�ه ف�ص�ل ای�ن در

حل ایستا حالت در را مسئله این نقطه، دید قابلیت محاسبهی الگوریتمهای از استفاده با چگونه که دادیم

را پارهخط حرکت حین در شده ایجاد رخدادهای و گرفتیم نظر در را حرکت حال در پارهخط سپس کنیم.

پارهخط دید قابلیت و کرده پردازش را رخدادها این مناسب زمان در چگونه که دادیم نشان و کردیم بررسی
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کنیم. نگهداری را



۸ فصلِ

نتیجهگیری

آمده دست به نتایج ۱−۸

ب��رای را م��خ��ت��ل��ف��ی ال��گ��وری��ت��مه��ای و پ��رداخ��ت��ی��م خ��ط پ��اره دی��د ق��اب��ل��ی��ت م��س��ائ��ل ب��ررس��ی ب��ه پ��ژوه��ش ای��ن در

در پ�ارهخ�ط دی�د ق�اب�ل چ�ن�دض�ل�ع�ی م�ح�اس�ب�هی م�س�ئ�ل�هی ۴ و ۳ ف�ص�له�ای در ک�ردی�م. ارائ�ه ش�ده م�ط�رح م�س�ائ�ل

آن خ�روج�ی ب�ه ح�س�اس م�ح�اس�ب�هی ب�رای ال�گ�وری�ت�مه�ای�ی و دادی�م ق�رار ب�ررس�ی م�ورد را س�اده چ�ن�دض�ل�ع�یه�ای

حساس الگوریتمی و گرفته نظر در حفرهدار چندضلعیهای برای را مسئله همین ،۵ فصل در کردیم. ارائه

آوردیم. دست به آن محاسبهی برای خروجی به

و کردیم مطرح ۶ فصل در را پارهخط دید قابل چندضلعی اندازهی محاسبهی مسئله کار، ادامه در

دی�د ق�اب�ل�ی�ت ب�ررس�ی ب�ه ۷ ف�ص�ل در ن�ه�ای�ت، در دادی�م. ارائ�ه آن م�ح�اس�ب�هی ب�رای را م�ت�ف�اوت�ی ال�گ�وری�ت�مه�ای

نمودیم. بررسی را دید قابلیت رخدادهای انواع و پرداختیم متحرک پارهخط

باز مسائل و آینده پژوهشهای ۲−۸

نیز و تحقیقات ضمن در شده انجام مطالعات از خلاصهای شد، ملاحضه گزارش این در این از پیش آنچه

پژوهش ادامهی برای مناسب زمینههای معرفی به فصل این در بود. است شده انجام کنون تا که کارهایی

میپردازیم.

آلفا دید قابلیت

ن�ق�ط�هی ه�ر ب�رای پ�ارهخ�ط�ی ن�اظ�ر پ�دی�داری درج�هی ی�اف�ت�ن پ�ژوه�ش، ای�ن ادام�هی در ب�ع�دی م�ه�م گ�ام

دی�دهن�ش�دن ی�ا دی�دهش�دن پ�ارهخ�ط پ�دی�داری گ�ذش�ت�هی ت�ع�اری�ف ش�د، ب�ی�ان ق�ب�لا ک�ه ه�م�انط�ور م�یب�اش�د. ص�ف�ح�ه

است نقطه هر به ۱ و ۰ بین عددی دادن نسبت قسمت این در ما هدف میکنند. محاسبه را پارهخطی ناظر

میباشد. نقطهای ناظر به نسبت آن پدیداری میزان کنندهی مشخص که

۷۴
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درج�هی اس�اس ه�م�ی�ن ب�ر و م�یب�ی�ن�د را ن�ور م�ن�ب�ع از ب�خ�ش�ی ص�ف�ح�ه از ن�ق�ط�ه ه�ر آل�ف�ا: دی�د ق�اب�ل�ی�ت :۱−۸ ش�ک�لِ

میکند. تغییر ۰ کامل تاریکی تا ۱ کامل روشنایی از آن روشنایی

that, with
�

light source samples, one can only obtain
�����

different levels of shadow:
fully lit, fully shadowed (umbra), as well as

�����
levels of penumbra. Thus we will

need to have a large number of light source samples for scenes with large penumbra
regions, or the quantization into

�����
penumbra regions will become apparent.

So, while a small number of samples would be sufficient for the local shading pro-
cess, we require a large number of samples to establish the correct visibility in the
penumbra regions. This significantly increases the computational cost of soft shadows,
and makes them infeasible for many interactive applications.

(a) (b)

Fig. 1. (a): approximating a linear light source
with two point lights. (b): our method, also us-
ing two light source samples.

In this paper, we introduce a new soft
shadow algorithm based on the shadow
map technique. This method is designed
to produce high-quality penumbra re-
gions for linear light sources with a very
small number of light source samples. It
is not an exact method and will produce
artifacts if the light source is so severely
undersampled that the visibility informa-
tion is insufficient (i.e. if there are some
portions of the scene that should be in
the penumbra, but are not seen by any
of the light source samples). However, it
produces believable soft shadows as long
as the sampling is good enough to avoid
these problems. Figure 1 gives a first impression of our technique.

The remainder of this paper is organized as follows. In Section 2 we review related
work by other researchers. Then, in Section 3, we introduce our soft shadow technique,
starting with a simple linear light source with two light source samples, eventually
extending the technique to multiple samples.

2 Related Work

Since shadows are such an important visual effect, it is not surprising that a host of
literature by many researchers is available on this topic (see [25] for a survey of dif-
ferent methods). In ray-tracing, a shadow ray is cast towards the light source to obtain
a boolean visibility flag for point and directional light sources. This method can be
extended to distribution ray-tracing for the rendering of soft shadows. This sampling
approach, however, suffers from the quantization artifacts similar to the ones mentioned
above for the shadow map and the shadow volume algorithm. In other words, with

�

light source samples we can only discriminate
�	�
�

levels of penumbra in addition
to the umbra and the completely lit regions. However, this quantization is masked by
noise if the sampling pattern on the light source is chosen differently for each illumi-
nated surface point.

To eliminate both quantization and noise, some researchers use a geometrical anal-
ysis of the scene to find regions of the scene where the whole light source is visible,
the whole light source is occluded (umbra), and regions where part of the light source
is visible (penumbra). These methods work in object space by either generating dis-
continuities on the illuminated objects (discontinuity meshing along the lines of Heck-
bert [9]), by backprojecting the scene onto the light source (for example Drettakis and
Fiume [7] and Stewart and Ghali [21]), or, more recently, by detecting singular points
and lines on the light source itself (Ouellette and Fiume [14]).

میباشد. کامپیوتری گرافیک در مهم مسائل از یکی نرم سایههای بهینهی محاسبهی :۲−۸ شکلِ

نیمسایه و سایه محاسبهی

در سایهها است. کامپیوتری گرافیک در موجود چالشهای از یکی هنوز سایهها پایدار و بهینه محاسبهی

(ش�ک�ل دارن�د اش�ی�اء م�وق�ع�ی�ت درک در زی�ادی ن�ق�ش و دارن�د اه�م�ی�ت�ی پ�ر ن�ق�ش س�هب�ع�دی ص�ح�ن�هی ی�ک ت�رس�ی�م

ه�م�ه، م�یت�وان�ن�د ص�ح�ن�ه در ن�ق�اط م�یگ�ردد. ای�ج�اد ن�اح�ی�های ی�ا خ�ط�ی م�ن�ب�ع ت�وس�ط ن�رم س�ای�هی ب�ب�ی�ن�ی�د). را ۲−۸

را سایه یا و سایه نیم کامل، نور بخش ترتیب به که ببینند، را منبعی چنین یک از قسمت هیچ یا و بخشی

ش�ده ن�وران�ی ش�یء و ک�ن�ن�ده م�س�دود م�ن�ب�ع، ب�ی�ن ف�اص�ل�ه ب�ه واب�س�ت�ه س�ای�ه ن�ی�م ن�اح�ی�هی ان�دازهی م�یده�ن�د. ت�ش�ک�ی�ل

گرافیک در کاربردی و مهم بسیار مبحث مختلف، محیطهای برای نیمسایه و سایه محاسبهی میکند. تغییر

ن�ت�ی�ج�هی ک�ی�ف�ی�ت و س�رع�ت ب�ر م�س�ت�ق�ی�م�ی ت�أث�ی�ر م�رب�وط�ه، م�ح�اس�ب�ات ان�ج�ام در ب�ه�ب�ودی ه�ر ک�ه اس�ت ک�ام�پ�ی�وت�ری

دارد. نهایی
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p
0.4 + 0.15 > 0.5

چنانچه میشود کنترل نگهبانها توسط نقطه یک پارهخطی. نگهبانهای وجود با هنر موزهی :۳−۸ شکلِ

شود. دیده آن توسط نگهبانها از بخشی حداقل

پارهخطی ناظر چند وجود صورت در دید قابلیت

صفحه در متحرک) و (ثابت پارهخطی نور منبع یک از بیش کنیم فرض که است وقتی پیچیدهتر مسئلهی

میکند. کمک نیمسایهها محاسبهی در صفحه، نقاط جزئی پدیداری محاسبهی حالت، این در است. موجود

پارهخطی نگهبانهای وجود با هنر موزهی مسئلهی

این کلاسیک صورت در است. داشته دید قابلیت مسئلهی به زیادی وابستگی همیشه هنر موزهی مسئلهی

برای را موزه نقاط همهی که دهیم قرار موزه یک در طوری باید را نقطهای نگهبان تعدادی یا یک مسئله،

ن�گ�ه�ب�انه�ا ک�ه ح�ال�ت�ی در را ن�گ�ه�ب�ان م�وزهی م�س�ئ�ل�هی م�یت�وان ب�ب�ی�ن�ن�د. و ده�ن�د پ�وش�ش س�رق�ت از ج�ل�وگ�ی�ری

نگهبانها توسط نقطه یک فرضکه این با گرفت، نظر در را دارند وجود پارهخطی صورت به (سنسورها)یی

به زیادی وابستگی مسئله این شود. دیده نگهبانها سطح از درصدی توسط حداقل اگر میشود داده پوشش

دارد. کردیم مطرح بالا در که آلفا دید قابلیت مسئلهی
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Weak Visibility of Line Segments

in Different Environments

Abstract

Visibility is an important topic in computational geometry, computer graphics, and

motion planning. To deal with the increasing complexity of the scenes considered, some

research has been performed in visibility processing in order to accelerate the visibility

determination.

Two points inside a polygon are visible to each other if their connecting segment

remains completely inside the polygon. Visibility polygon of a point in a simple polygon

P is the set of points inside P that are visible from the point. The visibility problem has

also been considered for line segments. A point v is said to be weakly visible to a line

segment pq if there exists a point w ∈ pq, such that w and v are visible to each other. The

problem of computing the weak visibility polygon (or WVP) of pq inside a polygon P is

to compute all points of P that are weakly visible from pq.

In this thesis we consider the problem of computing weak visibility of a line segment

inside various environments. The main problems we focused on are as follows: computiong

the weak visibility polygon of a line segment in simple polygons, computing the weak

visibility polygon of a line segment in polygonal domains, computing the size of the weak

visibility of a line segment in simple polygons, and maitaining the visibility of a moving

line segment in polygonal domains.

Keywords: Computational Geometry, Visibility problems, Visibility polygon, Weak visibility,

Visibility counting.
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