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� {Z�� c���� ���%� ���� CRq→v �� CRq ���B�  ! �'�: <� EG��H�
3��#��  �
�9� �#� � �X 5 ���%� ��� � O(�) @� �< �� $ �<�� �� ���%� ��� � O(log(|V (q)|))
@��< �� �����%� R� &<�� ��  �  1�� � � � ��1 ���%� @�$�� $ �/ � 5 ���%� 2,> )�� �L��

3��#�� "�'�� O(log h′)

"�' �� @:  � *� � $ V�� 7� @�$ �� � � V (q) <� *� � $ V�� 7� 2,> � � ���%� a<��� �
=��5 O(log(|V (q)|)) @��< �� P��/�0 ��� �$� �� )V (q) F���� @��� ��1��  �  1�� �� 3��#��
$� �r!��>  ! @: �� �\��	� ������%� )�#�� �#�� �X5 7� &�# 2,> *��  L���� 3��	E� "�'��
7� &�#  ��[� *�� ��� )���+ <� 3��	E� 2,> =��5 O(log(h′)) @��< �� ��	E� �#�� �X5 ���%�
 �  ! ������ �� ����UZ�  � �#�� �X5 ��� S��+ <� q  ! ��# {Z�� ���� �#�� �#�� �X5
@: S��+ <� *�� $ V�� 7� ^B� �#�� �X5 ��� @�# ���\ ���	�� ��  ! �'�: <� 3���#  ��[� V (q)

���� CRq→v  �6$� ���&<�� ���(� ���L�� 3��#�� "�'�� ���I @��< ��  �
�9� ��� )�
� ��� =��5
a<���� ��� =!  '�	� �� $ ��	E� "�'�� =��5 O(log n) @��< �� �#�� �X5 ��� �� �\��	� ���%� $�
���� �	��<�� ����%���  � �<��� �1��� ��  ! �
� �!v =��5 3�
� ��,�"�'�� O(log n) @��< ��
�� 3����� ��1$ )����� ����X5 @��� �I�� ��_ =�6�  � )�#�� �X5 7� <� ��� =��5 ��K�  �
�9�
� 3�
� O(log n) ���%� �� a<���� ���� "<s @��< =! ) '�	�
^ B � � 	 ���- 6� � �� ��  ! �
� � �� ���� ��1$ a$� � �� � � c� � ��� ��  ! �� 4 �  	 8 �
� � ���%� �� a<���� @��< )@:��&$D0 $ ��#�� �I�� V (q) ��  ! ���#�� a<���� �������%�
��  ! �
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���

3��#�� �%���� �	���-6� ���	��

X	� ��� ('� �7
��28 1L;

������!�� ��	%�
 ����4-� ���� �/�5 &�# ���(� ����	���-6� �� c����� ��  ! �� 6�E� �����4�
3��:��� �
�� ��� =��5 �(/[��� S�5� ���B� ��a$� ��� ��  ! �
� ��� �
� w�X� V (q)

���!  �
�9� �� V (q) S�5� =8#  '�	� �� $ *�� �� <� ��� =��5 S�5� ���B� �����Z� ��� ��������
��� 3���#  �
�9� S�5� ����B� ��� �� ���-� P��� V (q) �$� �X% U����� 7�  ! �
� "<s
��������! �� ���	���-6� ��� <� &��Y	
� �����! U��! q0��  ! ��# ���8�  ���� �� �� ���� ��!

3��#�� �(5�$
 � 3��#�� �4�: <� �(5�$ &��Y	
� M��� ���	���-6� ��� �<�
&���� �s�� ����L�� )@:��&$D0
$  �
�9� ���� <��� ��� �� ��  ! ��#�� &��Y	
� &��
 �	���-6� ����� =�0 �� s��(� )=�6� ����
U���� ���� 3���!��  �
�9� @: �/�5 =8# <� &��Y	
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�



mo :(8�� ���6�/ (7
/ �	� � 
! $0�1�23 ����*�/ ; ���
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e�

e�

$ e� ���*�� �8��� �� ^B� S�5� ��� =��5 �(/[��� )q′  � q <� �\�� �!�> "�-�� �jhl =8#
3��!�� ���`� e�

U���� ���� ������Z
 PD�4E� <�  ��4� ����	���-6� <� &��Y	
� ��'� �� ��a$� ��� �����!
3��#�� &��Y	
� �0�


�� 	%�
 ��' �  ! � � ����  O��� V (q) S� 5� =8# ����4- � ��� � �#$� UZ� � �� ��
U���� ���� Dr�e �
��%�� "�-��  '�	� �� $ ��!�� ����4-� ��@: S�5� =8# )V (q) ������!��
���a$� <� ���!�� M5�$ �� a$� ��� 3��� ����Z� �� ��[� a<����  � <��� d 9Y� �$� V (q)

 ��4� �� ��T� ��� <� ������! P�T>D� ��[  ! �
�  6�E� ��� => ���� ��T� $ ������!
3�
�

<� ����*�� �� �\��	�  ! ��#�� ����4-� )C(q) )�E�6 7� )2�� ���  � ����	
� ����
 ! ����� @��� �� V (q) <� ����UZ� )�E�6 ��� 3��	E�� ��� =��5 q <� =��! ��X�  ! �
� V (q)

C(q) )��� =8# �� &�# &��� @��� q �\�� ���� )*�r� @���0  � 3���!�� ���`� q �!�> �I� ��
�� ^B� V (q) S�5� �(/[��� )�
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�9�
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 �
�9�  � �<��� �(5�$ ��������! u��� ����� )V (q) S�5� ���B� �	#�� �� )�������� 3��# "�'��

3��! &��Y	
� @: <�  T96 �� �� ������� ����E� $ �#�� ����Z� @: ��'�
@:  � ����1 ���*�� �� ���# 2,> C(q) <� �
� �8�� ��*�� <� �%�� )q �	��� �!�> ��
&��Y	
� ��� ��/��5 2���  	��� (
��  ZE� 7� <� )P����`� ��� ����! "�'�� ���� 3���#  ��[�
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2��� &<���� �� ��	%�
&��� ��� &<���� 3�
� O(�) @��< �� P����`� ��� <� 7� �� "�'�� $ a<����
)a$� ��� <� &��Y	
� �� 3�
� O(n�) $ Ω(n) ��� @: ���B�  ! �
� ����� M1��  �9� ��� ��/��5
$  �
�9� V (q) P����`� ���(�  � ��E� �X% @��< �� )q �!�> "�-�� )V (q)  � c���� P����`�
��� �#�� 7��! @: �/(� ��(5�� $ q �/�5 ��(5�� ��� ����<  /���  L���� 3��#�� *��0�
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 ��4� D��! V (q) S�5� ���B� �<�
"�-�4� @��< �41 ����  � $ �
� O(|C(q)|)  ���� <� P����`�
3�
�

<� �� 6� � �� P��C� V (q) ��1�� �	 ���- 6� ��� 	4 � �� )��1�� ���a$� � �  E��B � ��
��� 3��#�� "�'�� O(log n) @��< �� V (q) �<�
"�-�4� $ ��#�� ����4-� q <� ��� =��5 ���*��
7� ���<�� � )�
� <�� � ���� �(5�$ ��������! ��  ! )V (q) S�5� ���B�  �
�9� ��a$� ��� ��
 6������< 7� C(q)  !�'�:<� 3��#�� "�'�� O(|V (q)|) @��< ��  ! �
� V (q) �$� �-�� U�����
���	�� �� q ���! ��� )*�r� @���0  � 3�
� �	4� �	���-6� ��� <� ���1 a$� �����! )�
� V (q) <�
 9Y� �$� �� �� S�5� V (q) �����%�� ����<  T96 k �� �!�> *�+ �� $ ��!�� �!�> st

���	4� ����< ����L�� 3��!�� ���`� ��� l ��E� ��� �� V (q) ������!�� ��	%�
 $ ���� @��� U����
�� V (q) &<���� ^
�	� |V (q)|  ! �
� O(k|V (q)| + l log n) ��E� ��� =! ���� ��1�� �	���-6�
a<���� @��< =! )V (q)  �6$� ���B�  �4� <� �(� ���1 �	���-6� �� )=��B� �� 3�
� ��E� ��� *�+
��E� ��� �� C(q) *�+ ^
�	� �� ����� |C(q)|  ! �
� O(k|C(q)| + l) �� ����� ��E� ��� *�+ ��
$ �
� � 	 4 � ��1� � � 	 ���- 6� � �� 	 4 �  � � �E � a<��� � @� �< � ��  ! �
� {Z�� 3�
�

3����� �-	E� n ��(� M1��  �9� &<����  � $ �
� �1$�% &<����  �  	E��$ D��! )@:��&$D0
�
� <��� @��< O(n log n) �/�5 ����	���-6� �� )�!�> �41 ���`� P����� )@:��&$D0

3�E��  ��[� a<����  � �<��� �	���-6� ��� ��  !�6�>�� )��# "�-�4� �����%� R�  !
�����! ���� �� &�# "�'�� �<�
&���� ?��	� $ �
� �<�
&���� =��5 ����
  � �	���-6� ���

3�
� ���� ��1$  �9� �� ����< M���� ���(�  ! �(5�$ ��������! �� @: <� &��Y	
� �6�4
 $
�<�
&���� ?��	� $ =�/9� )�	���-6� ��% u.
 $ �	���-6� a<����U��  />�� ��	�� ) ���� ��

3��#�� @��� @:

X	� ��� ('� �7
��28 ����.�� ���' /�����0	� 9L;

 ! ��#��  �4� M1��  �9� ������ P�0D+� <� �� 0��'� )�	���-6� a<����U��  />�� ��
V�
��� V (q)  �6$� ���B� )�	���-6� ��� �� 3��#�� �	���-6� �/��  />�� ���1� �� =�4E� q0��
 O��� a$� �9��� �� 3�
�  �
�9� =��5 xfjo) fik) fgo) nf) fjy ��1�� ����	���-6� <� 7� ��
 �
�9� O(n log n) @��< �� �� V (q) )a<����U��  � <��� @$��  ! ���!�� &��Y	
� �� xfjy �� &�#

3��!��
������%� a<���� �� $ {�Z�� $ ����U�� ���� "<s �����	%�
&���  />�� ��� ��
������%� a<���� ���� <��� ���� P�0D+�  �� �����%�� �� M5�$ �� 3���!��  �4� �� ��� ���`�
<� �� 	��� ���4�  ZE� F6�5 �� �������� �� P�0D+� ��� 3��#��  	#�� �� ���I @��< �� ������
���*��  ! ���!�� ��� )��T�� ����  � 3���! ����4-� $ ��$:M�1  �9� ��� ��/��5 2���
��46�� ��� 3���&�# F��� V�� @: *�> ����0�
��� P��C� ��� ��/��5 2��� <� V�� �� �$�'�
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@��< �� )���� ��� �	#�� �� 3���!�� <���� �� �$�< &<�� ���(�  � �� V�� �� 2��+� ��K� �0�(#
3���! �!�> @: �$�'� &<��  � &<�� 7� <� �������� ���I

���5 @: @$�� −→vx t�(#  ! ��&<�� $ Rv �� v V�� ���� �� ��t�(# <� &�# F��� �E�6 ���
<� A ��E5 �� v V��  � c� �� � Rv(−→vx) $ Rv )*� r � @�� �0  � 3� ����� @�� � Rv(−→vx) � � ����

3�
� α� $ 〈α�, α�, α�, α�, α�, α�〉 �� ����� F����  � ��� =8#
{Z�� �����	� ���I @��< ��  ! �
� ��� �#�� ���� ��	%�
&��� ��� ��  ! ��-�� ����
���5 Rv $ Ru <� &<�� "��! @$�� 2�+ $� <� ��� ��/��5 2��� <� uv *�� �� ������	��  ! ���!
�� Ru(−→vu) $ Rv(−→uv) )*�r� @���0  � 3������ @��� Ru(−→vu) $ Rv(−→uv) �� �� ��&<�� ��� 3�������
)Rv $ Ru F��� ����E�6 <� &��Y	
� �� 3��	E� α′ $ α �� ����� F����  � ��� =8# <� B ��E5
 ! ����� <��� �� �����%� a<���� "�-�� �� �6$ 3��	E�  �
�9� =��5 ��	���-6 @��< �� ��&<�� ���
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3���! ����4-� ��	%�
&��� ��� �� $  �
�9� a<����U��  />�� �� ���� �� ��� ��/��5 2���
)��� I @��< ��  ! �
� ��� ����� <�� � �����%� M��
 a<���� ����  ! �-��  6�E� 7�
{Z�� ��#�� MX5 ��� ��/��5 2��� *�� �� ������	�� ^
��  ! ��  �9� <� �6�� ��6$� �����	�
<� B ��E5 �� 3������ @��� e−→vu

$ e−→uv
�� ��� ��/��5 2��� <� uv *�� ���� �� ��*�� ��� 3���!

e−→vu
)��#�� ~��%  �9� =%�� <� u V�� <� �(� −→vu  ! �'�:<� $ e �� �
� ����� e−→uv

)��� =8#
��� �����	� �����%� a<���� "�-�� $ �!�> @��< ��  8��� ���� 3��#��  	��� �T� �� �4� �� �����
2��� <� uv *�� �� ���� e−→vu

$ e−→uv
����B� )���!  �
�9� ���I @��< �� uv *�� 7� ���� �� ����B�

����4-� ��� ��/��5 2��� <� ��Z� @���0  � �� �4�: $  �
�9�a<����U��  />�� �� ��� ��/��5
3���!��

��*�� ��� ���B	E� �������� )����	%�
&��� ��� ��� �!�> $ U����� �6�4
 ���� )�	��4�
��'�� s�� R��(� S�+ �$�'� ���&<�� �� $  �9� �� �4�: �� �\��	� V�O� $ ��*�� $ 2��� V�O� $
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����� 3� 7���(8�( !�4�� �� ���0 ���� !?@�4 �!Z�
0 ��

1�� O(n�) &
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� �� )&�# ���B� ��� ��/��5 2��� �	%�
 ����
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 �	���-6�
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$ Rv(−→uv) )u.
 3���!�� F��� O(|e| log n) @��< �� �� ��V��  �� �$�'� ���*�� �E�6
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�9� O(e + n) @��< �� ��� ��/��5 2��� ���*��  �� ��<�  �
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� �(5�$ ��������! �� &��Y	
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&����
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��� )v V�O�  �� ���� Rv &�# F��� ����E�6 ���

3���! ����4-� $  �
�9� vu ���*��  �� ��<�  � �� Rv(−→vu) �������� ���E�6 ��� �$� �X%
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� � � 4 �� � �X% U�� � � � 7 � <� &�� Y 	 
� � � �� αi = Rv(−→u�v) �� 	 �� �� � � !� �  �
�9 � P���
P��C� ��-�� �<�'� �E�6 7�  ! ���! ��� *�> 3���!�� ���� Rv �$� ��$�$� ��'	E1
$� @���� U����� � � )P�������� 3���� ��1$ R′

v = 〈αi, αi−�, . . . , α�, αk, αk−�, . . . , αi+�〉
3���#��  �
�9� Ev <� vui ���*��  �� ��<�  � Rv(−→uiv) ���B� Ev $ R′

v �E�6
��� 3���:�� �
�� xpjy �	���-6� �� �8��! ���`� "�'�� �� �� e−→uv

 � c���� P�0D+�
$ vui �$�'� *�� $� @��� <� $ v V�� <�  ! ei ^%&��� ��  ! ��#�� "�'�� F���� ���  � ���`�
 �
�9� &�9�  �  1�� �� 3��#�� ����4-� ��� ��/��5 2���  �
�9� @��< �� �#�� ��� =��5 vui+�

�'��� �� 3�
� V�	
� �� ���[� a<���� "�'�� @$�� ���`� ��� )�	���-6� ��� �� ��� ��/��5 2���
3�
� &�# �T�2�� xpjy �	���-6� =��! ��[��  � <��� =�6�  � a$� ��� �	��� P��O1 @��� <�
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 ! �
�  �9� <� �6�� ��6$� ��(�  �  ! ��	E� e−→uv
 � c���� ����B� @��� M5�$ �� ei ���*�� ���

3��#�� MX5 −→uv ���	�� ^
��
�� ��<  '�	� �������� $ ��#�� a<���� ��� O(�) ��� ��/��5 2��� *�� �� )a$� ��� ��

3�����

1�� �6�� ���� O(e + n logn) 7���(8�( )��� �� ��=���/� ��� ������ A�9 E FK OA

3���!�� ����M�1 ��<  �K5 F6�5 �� �� UZ� ��� �� &��: �
�� ?��	�

�� & O(e + n) �� �� ���� :� n �� !" G 2� ��= ���/� ��� ������ A�9 ���0 E FJ ��74
& �� !" G 3� ��� ������ A�9 �� ��N�� ��*� e !$ �� �6�� ���� O(e + n log n) )���

1�� O(n�) �H$�4 )< ��/�

$ O(e + n log n) �� ����� F����  � a<����U��  />�� �� <��� ����  T��> $ @��< ��������
3�
� O(e + n)

X	� ��� ('� �7
��28 ����.�� �������� ;L;

3��#�� "�-�4� �!�> "�-�� �� $ ����4-� V (q) ������!�� ��	%�
 )��1�� ��T� ���a$� ��
���1 *�� $ V�� @�$�� ��(�  � P����`� ��� 3��!�� ���`� ���% ���@��< �� ^B� ��	%�
 ���
q  XB� <� ��� =8# �� q �\��  ! ����< )*�r� @���0  � 3�
� @: <� *�� �� V�� 2,> �� V (q)  �

3����� �<�
"�-�4�  � �<��� $ ��!��� ���`� V (q) ������!�� ��	%�
 )��!�� �!�> q′  XB�  �
=��5 S�5� ���B� ���� )���!�� ����4-� �� S�5� ��� =��5 �(/[��� ��  !����< )=��B���
=��5 �(/[��� �����Z� �� ��� )�������� 3���! {Z�� �� ��� =8# �� e� $ e� ���*�� <� ���
�� �� $ ���
� �# �� �4 6� � ��� �
� ���! ��#� �  	#�� �6��	� �����< ����4� �� �� S�5� ���
S�5� �(/[��� �
� $ U���� P������ �� 3���! {Z�� �� ��UZ� ��� S�5� ���B� ����<�4�

3��#�� "�'�� ��UZ� ���� 2��+� �� "<s P�>D�� "�'�� �� ��
���5 q <� ��� =��5 �
�8(�� ���V�� P�$�'� �� P����`� ���  ! ��� @��� @����� ����E�
e *�� ��s�� ��E5 ^B� )=8# ��� �� 3�
� ��V�� ��� <� �� ���� ��� =8# �� v V�� 3�����
��� )��!�� �!�> q  ! ����< 3�
� ��� =��5 q <� ��#�� ���(� qv ^%&��� ���	�� ^
��  !
 ! =8# ��� �� A ����� ���� �>�� 3��#�� �! ��  ��[� )q �!�> �41 FE>�� ��� =��5 UZ�
&�'�� $ *�� )V�� �	�����  
 �� c ��	E� �� 3���#�� &����� �
�( ����� ���5 ��� ���`� P�$�'� ��
)=8# ��� �� A ��	E� ���� 3��#�� &��� @��� ec $ wc )vc �� F����  � $ ��#�� {Z�� @:

3��	E� e $ −→
l )v F����  � @: *�� $ &�'�� )V��

Time-stamp�
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A
q

l

e

v

)v V�� �� �	E� 7� A 3��!�� ���`� V (q) <� e *�� ��� =��5 UZ� ^B� q �!�> "�-�� �lhl =8#
3�
� e *�� $ l &�'��

�!�> "�-�� ��  ! �
� ��� V (q) S�5� ���B� ^%�� ����4-� ���� �� �	���-6� �/�� &���
�(/[��� )����<�4� �� �� u.
 3���! �<�
"�-�4� $ ���
��#  ��4� @��< �� �� ���	E� �����	�
���(� <� u� 3��#��  �
�9�  T96 @: �� ���	E� ���*�� ��� =��5 UZ� ���(� �� S�5� ��� =��5
F��� P��C� $  �
�9� @: ����	E� �E�6 )��1�� ����	���-6� <� &��Y	
� �� V (q)  �6$� ���B�
V (q) <� ����@�8� �E�6 ��� 3��#�� &��� @��� C(q) �� �E�6 ��� 3��#�� ����4-� q *�> &�#
a$� )C(q)  �6$� �%�
 &�9� ) ���� �� 3��!�� {Z�� ���!�� ���`� q �!�> "�-��  ! ��
@��� ����<�4� �� �� �E�6 ��� wD�� a$� $ �!�> "�-�� �E�6 ��� �6��	>� P����`� {�Z��

3���#��

H�����+� :�&�N5 �%D�� 9-A-A

��� UZ� �� &�#  	 Y� a$� V�
�� � �� q  � 6$� ��( 5� � ��� � V (q) )�!�> t$�# <� = � 5
�� 3�
� q <� ��� =��5 ���V�� $ ��*�� F���  6���� =��# V (q) )a$� ��� S�+ 3���!��  �
�9�
 � �	E� 7� )V (q) <� �
�8(�� V�� �� ��<�  � 3��#��  �
�9� ��< P��C� C(q) )V (q) �	#��
{Z�� �
�8(�� V�O� ���(� $ V (q) �$� �X% U����� 7� �� ���	E� ��� 3��#��  ��[� C(q)

$ *�� )V��  ! ��#��  �
�9� @: �� �\��	� ci ��	E� )vi �
�8(�� V�� �� ��<�  � 3���#��
V (q)  6���� ��  ! �
� �6�� ei )�'��� �� 3��	E� −→

viv
′
i $ ei )vi �� ����� F����  � �	E� ��� &�'��

3�
� M+�B� ��� =9� v′i $ ��#�� MX5 qvi ^%&��� ���	�� ^
�� $ ���� ���5 vi <� =�5 �� �(� �B�5�
3���#��  	%�
 O(|C(q)|) @��< �� ���	E�  �� V (q) �	#�� ��  ! �
� �[�$

 �
�9� �� �
� wc &�'�� &������� ��  ! �� Rvc(wc) &<�� )wc &�'�� �� ���� )@:��&$D0
=�� 5 O(log(|Rvc |)) @��< �� Rvc �$� ��$�$� ��'	E1 � � � 	E� �� &�'� � ��� �  ! �� � !��

3�
�  �
�9�

1�� O(|V (q)| log n) 	
����� 3���Q< !�4�� �0��� �9��Y�( E FL OA
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A

q

p

r

v

e�

e�

u

α

α′
α

q

p

r

v

α′
u

e

B

���%� 7� ��!�� �!�> p  � r <� �� r  � p  XB� <� �\��  ! ���-�� )dBe A UZ� �� �mhl =8#
3�	���� }�Y�� d2,>h@�$��e *�B	��

@��< �� C(q) )u.
 3��#��  �
�9� O(|V (q)| log n) @��< �� V (q) )s�� P�9�[�� S�+ EG��H�
O(|C(q)| log n) @��< �� �� ���	E� ���&�'�� &��������� ���&<�� $ ��#��  �
�9� O(|V (q)|)
� 3���:�� �
��

��� ��
��K  &�
,���! ;-A-A

���� ����<�4� �� �� $ �!�> "�-�� �� S�5� ��� =��5 �(/[��� ���� &��: �
��  �6$� ���B�
&��� q ���1 ��(5�� ����<�4� �� �� $ ������ �0D+� �!�> �0�
 $ �41 <� �� 3��# "�-�4�
"�'�� F
��� @��< �� �� ��! ��� �����	�  !��� ���� 3���!  �4� �� V (q) ���1 =8# ���� $ ��#��
 ! ����<�4� �� �� $ ��T�� ����  � 3��#��  	#�� ��  T96 @: ����	E� �E�6  ! �
����! ����
V (q) S�5� ���B� �E�6 ��� V�
��� $ �<�
"�-�4� �� C(q) �E�6 ��#�� ND�� q ���1 ��(5��
3���!��  �
�9� �� qvc ���	�� $ ec M+�B� =9� )C(q) <� c ��	E� �� ��<�  � ����!�� {Z�� ��

3�
�  T96 @: �� ec *�� ��� =��5 UZ� &���! {Z�� M+�B� ���
�\�� �	��� �!�> $ @��< �#,� �� �6$ 3���� ���	0� �
� ���I C(q)  ! "���� a$� ���
����<�4� �� �� c(q) �
�� �<�
"�-�4�  � c��� �	���-6� ��� �9� �������� 3��!�� ���`� C(q)

a<���� M5��  � $ ���
��# ���#�� C(q) ���`� q0��  ! �� �������%� ���� ��!��� ���� 3�
�
3���&�# &��� @��� ��� $ ��� ���=8# ��  ! ���#�� V (q) ���`� q0�� ���%�  	
�  
 3���!
@��� ��� =8# <� A ��E5 �� ���#�� &����� �6�B	�� ������%�  ! �����%� *$�  	
�
 � @��
� <� =�5 ��!�� �!�> r  XB�  � p  XB� <� �\��  ! ����< )=8# ��� �� 3�
� &�# &���
 ! ����< 3��� ����% *�� ��� e� )q <� �	#,� <� u� $ �
� C(q) <� �	E� 7� *�� e� )q  XB�
���%� 7� �� 3� �:�� U�� d@$��$ P��C�e ����%� �� �� � � ��#�� =B	 � � p  � r <� �\� �
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u

A B

p q r

v

u

p q r

v

"�_��h��EB� ���%� 7� ��!�� �!�> p  � r <� �� r  � p  XB� <� �\��  ! ���-�� �nhl =8#
3�	���� }�Y��

*��  8��� �� ��#�� ���	E� <� �8� *�� ��-��1  ! ��#��  ��[� V (q)  � ���1 *�� 7� )�6�B	��
����� �	E� ��� *�� $ ��# 2,> V (q) <� ����  ! ��#�� ~��% �\�� ��� &�$�9� <� ���	E� <� �8�

3�# ����% V (q) �� @: �$�'� *�� ��
��� %� � 
� &� # &��� @� � � ��� = 8 # <� B � � E 5 ��  ! � ���� %� "$�  	 
�
<� =�5 )r  XB�  � p  XB� <� �\�� �!�> "�-�� )=8# ��� S��X� 3��#�� &����� 2,>h@�$��
&�'�� &���� �
� �I�� �	E� 7� 3����� ��1$ v V�� �$� ��P�� ��	E� W�� q  XB�  � @��
�
�$� �� �I�� ��	E� 7� r  XB� �� $ q  XB� <� ���0 <� u� �6$ 3�#��  	#�� ���5  �9� @$�� @:
 ��[� C(q)  � �I�� ��	E� 7� @���0  � ���� ���1 ��	E� q  XB� �� )�������� 3���� ��1$ v V��
�� $ �	���� }�Y�� @$��$ P��C�  (5�$ ��� ��! �!�> p  XB�  � r  XB� <� �\��  ! ����< 3��#

3��# {Z�� �I����_ ��	E� 7� @���0  � v V�� �� �\��	� ��	E� ���� q  XB�
�� �	E� $� �����%� ��� �� 3���#�� &����� "�_��h��EB� ������%� )�����%� "�
  	
�
�� ����([$ ��� ��� =8# 3��#�� ��EB� ���	� ��	E� $�  � �	E� 7� �� ���#�� "�_�� ��
�� 3���� u $ v V�O� �$� ���	� ��	E� $� ���� ���5 q  XB� �$� �\��  ! ����< 3����� @���
�	E� 7� ^B� r  XB� ��  !���X� ���#�� 7��� ��  � $� ��� r  XB� ��
  � �\�� �!�>
P��C�  (5�$ ��� ��!�� �!�> p  � r <� �\��  ! ����< )�-�� 2�+ <� 3������ �5�� v V�� �$�
�$� ���	� ��	E� $�  � q  XB� �� $ ���� ��1$ v V�� �$� �	E� 7� ��	�� 3�	���� }�Y�� @$��$

3��#�� ��EB� u $ v V�O�
@�$�� �� 2,> =�0 7� �\�� �!�> �41 V�
��� )"�_��h��EB� ���%� 7� �� )��������

3��# *��0� V (q) $ C(q) �� c���� P����`� ����  ! �	���� }�Y�� �	E�
P����`�  �� s�� ������%�  	
�  
  ! ���� @��� ��� � a$� ��� �9� P��I� ����

3���#�� =��# �� ���	E�  � c����



nn :(8�� ���6�/ (7
/ �	� � 
! $0�1�23 ����*�/ ; ���

& �����"= �
���� F�� �� ��= ��� �����6� !
�� !� !� X���� W���R� !Y0�", E FK ��74
1�0�� ���6 ��
*� �$�4 N�V �� V (q) ������$�� ��
6�� ��0�= 7���(

�� ���`� 7� �� �\��	� V (q) ������!�� ��	%�
 �� ���`� ��  ! ������ @��� P��I� ���� EG��H�
2��� <� e *�� 7� ���	�� �$� <� q  ! ��!�� ���`� ����< V (q) ������!�� ��	%�
 3�
� C(q)

$ V�� 7� �� ��#�� &�$�� V (q)  � ���1 *�� $ V�� 7� P������ �� 3��! ���0 ��� ��/��5
 � ���%�  ! �
� �
�� u $ �
� v $ u ���V�� �� �\��	� e ���! ��� 3��#�� 2,> @: <� *��
de �$� <� q ���0e ����$� ��� <� =�5 �
��  ! ��� ��� ��e �
� &�# 2,> @: <� ��  ��[� V (q)

7� )����$� ��� <� =�5 $ �
� �
�8(�� V�� 7� v �
� �4��� 3d�
� ��1�� C(q) �
�� ���B�
���`� �	E� ��� *�� ����$� ��� <� u� $ &��� ��1�� C(q) �� @: �� �\��	� �I����_ �� �I�� ��	E�
�� C(q) P����`� �� ��� $ �
� &��� C(q) �� ���`� 7� �� �\��	� V (q) �� ���`� ��� u� 3�
� &��!

3��#��  	#�� �� V (q) �
�� ���B� �������� ���! a<���� $ ���
��# �
��
t��  
 <� �8� �� �\��	� �� C(q) �� ���`� ��  ! ����  '�	� @����� &��
 *s�	
� 7� ��
� 3�
s�� ���%�

3���!�� @��� �� �����%� a<���� $ ���
��# &�9� ��(� UZ� ��

�����!� /����� <L;

����4� �� )@:��1 � 3����� ��1$ �1��� �� �����%� R� "�4Y� )���	���-6� ���
 2D%��
�E�6 )����<�4� �� �� 3��#�� "�'�� "<s P��/�0 $ a<���� �8�� ������%� �CZ�� ����<
 /��� ��  ! �������%� )�E�6 ��� U����� �� 3��#�� �
��� q ���1 ��(5�� V�
��� ���	E�
7� <� U�� �
� �8�� )�	E� �� ���� �� 3���#�� ���
��# ���&��	�� }�Y�� s�> �� �/�5 ����<�4�

3���# ��1� $ a<���� �4�: t�5$ F����  � ����  ! ��# ���
��# ���%�
<��� P��� �� $ �
��� �	E� �� )���	E� �E�6 �$� �X% U����� ��� *D% �� )��������
�	E� 7� ���� ��! ��� 3��#�� *��0� C(q) $ V (q) �� "<s P�9�9C� $ ��1� @:  � c���� ���%�

3��#�� ���8� �#��  	#��� ��&��� a<���� ���%� W��  ! ����< ��
���UZ� ��  !  L�: S��X� C(q) $ V (q) �� "<s P�>D�� )�����%� ��� <� 7� �� ����
�� V (q) $ C(q) �
�� ����B� )�X% U����� ��� @���� <� u� 3��#�� "�'�� )��� �����% ��(�

3��! �
� @����� �� S�5� ��� =��5 �(/[��� $ ���:�� �
�� ���1 ����<�4�
&�'�� $ *�� )��(� ���UZ� �� 3�
� �/�5 ����<�4� t′ $ ���1 ����<�4� t ���! ���

3������ @��� w′
c $ e′c �� F����  � t′ ����<�4� �� �� c ��	E�
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	+�O���  �3���L� M&���K 9-P-A

Dr� Rvc(w′
c) ���*�� <� �8� �$� <� wc  ! �	���� }�Y�� ����< c ��	E� ���� �6�B	�� ���%� 7�

���� �� ����%� ���� ���1 ����<�4� �� ��:  8��� {�Z�� ���� 3�#�� �4� e−→vu
$ ��! ���0 vu
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3���!��  O��� �<�
&��

"�-�� �� ��9�� �<�
&��
  �  ! �
� &�# "�'�� xiny Buzer ^
��  E��B� =��5 ��! �4��
�<�
&��
 � � a$� ��� �� )��1$ ���� � 3�
�  	%���� U����  9Y� 7� �$� �� @��� @���
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3������ P��� U����  9Y� �5� V�
� �� ^B� $ �\�� ��(5�� <� =B	E�
3��#� �  O��� � \� �  �  	 E ��$ �<� 
&�� 
 �� � ( � $� ��� UZ� �� )=C � � ��  ���� ��
V�
��� �<�
&��
 �4��� ����	���-6� $ �4�: V�
��� �X%  �
�9� a$� )�����(� ��� �����J�$
$� ��� $ ��� ���UZ� �� 3��#�� @��� UZ� ��� �� �� dO(n�) ����<  ���� ��e �����(� ���
��� <� �8� V�
��� �<�
&��
 ���� O(n�/�+δ) $ O(n�) ����< ��� ���� �� F����  � �	���-6�
��5 $ R�([ ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ��X% ���(� )��� UZ� �� 3��#�� @��� �����(�
�<�
&��
 ���� ! � 	 ���- 6� )��� UZ� �� 3��#�� @� � � @:  �
�9� a$� $ �X%&�� � �\� �

3��#�� @��� �X%&��� �\�� ��� =��5 �(/[���

�6�� �' ��*'� ����"��� %L@

�� � ! ��� 3� � � !�� �
�� � �� V�� ��� 	�! �<�
&��
  6�E� � � B �  ��� ^B � =C� ��� ��
Q := 〈q	, q�, . . . , ql+�〉  6� � �� � �< �� 3�
� 〈p	, p�, p�, . . . , pn〉 V�O�  6� � �� � � � �E� 7� P
pn $ p	 V� O� � � � ��� � F � �� �  � ql+� $ q	 V� O� &� �� � � 
� P ��� � �<� 
&�� 
hk 7 �
��E�� �< &�# &��
 )d� ≤ i ≤ le )qiqi+� ^%&�� � �� )�<�
&��
 ��� �� 3�#� � l ≤ k $ � �#� �
P(s, t) ��E� )�-�� �����0  � 3pt = qi+� $ ps = qi  ! �
� P <� P(s, t) := 〈ps, ps+�, . . . , pt〉

3������� �� ��@��� �� *�C�� �� ��^%&��� t�� ��� 3�
� &�# &��
 qiqi+� ^%&���  /�
$  �
���! ��� 3�
� ����4-� =��5 ��	�!  T��> ��  ! �
� P <� ����B� Q )P��� ��� ��
�� �<�
&��
 ��� ��X% 3�
� Q $ P ����# @��� ���(� ���� &��Y	
� ���� ���(� ��X% M��� err

�� Q �� P �<�
&��
 ��X% )*$� �6�> �� ���! R��(� @����� P��� $�  � err ���(� V�
� ��
�� 3������ @��� SEerr(Q) �� ��@:  ! ������� Q �� ��1�� �����@��� ��X% t��'� �� �����
Q �� ��1�� �����@��� ��X% ���B� ���	��� �� ����� �� Q �� P �<�
&��
 ��X% )�-�� �6�>
�� err ��X% ���(� ���� Q<� qiqi+� ��@��� ��X% 3������ @��� MEerr(Q) �� ��@: $ �������
 ! ��#��  �
�9� err ��X% ���(� R��(� V�
��� @: ���B� $ ��#�� &��� @��� err(qiqi+�)

3��#�� ���(� �����!  �  	E��$ s��(�
�� &�# &��Y	
� ��X% ���(� ���	�4� ��#�� &��� @��� errh � �  ! 2�$�V$��  /���
)�
� P(s, t) � �E � &�#&��
  ! qiqi+� � �@� � � ��� � 3�
� ��1�� �<�
&��
 ���� 	 ���- 6�
3�
� qiqi+� ^%&��� <� 〈ps, ps+�, . . . , pt〉 V�O� �
��/5�  /���  ���� � � � � ��� � errh(qiqi+�)

R��(� |pt| P��C� ��#�� &��� @��� d(p, qr) ��  ! qr ^%&��� 7� <� p  XB� �
��/5�  /���
errh(prps) )*�r� @���0  � 3�
�  ���! |pt| ���B� @: ����  ! �
� qr �$� �� XB� t  ! ��#��
3�
� prps ^%&��� c�B� $ pk  XB� ���  /��� ���	�!  ! �
� |pkpr| � � ����� 	�� =8# ��
 /��� P��C� do(pm, pspt) ! �
� do(pm, pspt) � � � ��� � errh(pspt) )=8# ��� �� )���L��

3��#�� R��(� pspt ^%&��� <� &���,� ^% <� pm  XB� ����0
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�� �4� ��X% ������(� <� �-�� �8� ��#�� &��� @��� erra ��  ! &�# �'��1 �>�E�
��E� ��� �>�E� �� ����� erra(qiqi+�) ���(� ��� V�
��� 3�
� ��1�� �<�
&��
 ����	���-6�

3�
� qiqi+� ��@���  /�
�� &�#&��
 ��E� P(s, t)  ! �
� qiqi+� ��@��� $ P(s, t)

��� � = � 6� ����  � $ � ���� ����� &�#&��
 � �E� $  � 6$� � �E� ^B � ���� � ( � � �� ��
F
��� ���� �
�
� ����� @: �� �\�� ��(5��  ! �\�� 7� <� ��� =��5  �>�� <�� �<�
&��


3���!  1�� ��< *�r�  � F/X� @�# �#$� ���� 3��	E��
q �� XB� �\�� <� ��� =��5 �(/[��� 	�� =8# �� P := 〈p�, p�, . . . , pn〉 ���! ���
P �����%��  ! ���! ��� *�> 3���� ���5 q  � ��7��� ���E� pi  � ��E� pj )*�r� ��� �� 3�
�
���! 2,> �� pj V�� ��� 3��	E� 2,> =��5 V�O� �4�� pj $ pi $ ���! &��
 V�� 7� 2,> �� ��
$ ���� P$�Y� |pjp

′
j | &<����  � q ��� <� �<�
&��
 �� @: ��(5��  � ��E� pj �(5�$ ��(5�� &�-�:

&�-�: ��# 2,> pi V�� ��� )=��B� �� 3�
� &��	�� }�Y�� �\�� <� |pjq|  /��� �� ���'��1 ���
3����� �� |piq| /��� �� ���'��1 ��� $ �
� |pip

′
i|�����  �6$� ��(5��  � ��E� ���'��1 ���B�

��(� )"$� a$�  � �<�
&��
 )���� ���5 q <� ����$� ���E�  /��� �� pj  � ��E� pi  ! �'�: <�
�� ��� 3�#�� ��G�� |pjp

′
j |<� �O1 P��C� |pip

′
i| ��� �	> �
� ��F
��� q ��� <� )pi 2,>

���� *s�	
� ���� 3��# 2,> pi ���� 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� ��  ! �
� �6�>
3��!�� }�� �� &�# �'��1 �>�E� ���(�

P��
�9� �� �� �\�� ��(5��  ! ��# R��(� ���1 ��X% ���(� 7� �
� "<s )��������
����	���-6� �� &��Y	
� $  �
�9� =��5 ����E� ���� ���1 ���(� )@:��&$D0 3���-� �T� �� ��%

3�#�� ��1�� �<�
&��


�V�� �! ��>!�#  �EL ����� ����� 9-;-W

��Z�  ! �� d��� =8# <� A ��E5 �� &�#&��� @�� �e pippj ��E� �����%�� �� �! ���
 XB � �$� � � �<�
&��
 ��� �� p  XB � )q &����� <� 3� � � ! &��
 pipj ^%&�� � � � �
� V (q) <�
�� @�#�\� � 	 � c� B � �$� � � ppj $ pip ���^%&�� � c� B � � ��
 � � �L�� 3��#�� �#�- � p′
 �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� )�<�
&��
 t�� ��� �� 3���#�� �#�-� p′pj $ pip

′ ���^%&���
�\��  L���� 3������ @��� errvis(q)(t, pipj) P��C� q �\�� $ pippj ��E� <� t  XB� ���� �� �\��

3������ @��� errvis(t, pipj) �� ��&��
 P��C� �� �X% ��� �#�� {Z�� �	�  �  1�� �� q
$ tq ���^%&��� M+�B� =9� t′  ! ���!�� R��(� |tt′|

|tq| � � ����� �� errvis(t, pipj) ���B�
�� �/�� ��E�  /��� )�\�� <� |tq|  /��� ��  ! �
� ��(� ���  � �X% <� R��(� ��� 3�
� pipj

V�� 7� <� U�� �� �����E� ����  ���� P��C� R��(� ��� 3�
� |tt′| �� ����� &�# &��
 ��E�
3��#�� R��(� �� �����

 � Ps�> ��� ���� �� R��(� ���� $ �������� ���5 s�� R��(� ��  ! ���� ��1$ �6�>  

3���&�# &��� @��� ��� =8# <� D $ C )B �����E5 �� �6�>  
 ��� 3��! @��� ��% P���
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C

errvis(t, pipj) = |tt′|
|t′q|

p

pi

errvis(t, pipj) = |tt′|
|tq|

p

pj

q

t′

t

pi

errvis(t, pipj) = ∞

q

t

t′

p

pj

p′

errvis(t, pipj) = �

q

pi

pj

t

q

p′

pj

t

t′pi

3�\��  �  	E��$ �<�
&��
 ��X% ���(� �ihp =8#
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���  ! ������� 3��	E� �	
�� �� q $ pj )pi V�O� d��� =8# <� B ��E5e *$� �6�> ��
3���� ���5 @: � 	E� �� q  ! �
� ��&��	
 �(/[��� 7� V (q) $ �
� V (q) <� ��Z� ��E�
q $ pj )pi c�B� <� &���,� ^% �$� �� �� pippj ��E� c�B�  �/! $ p V�� �6�> ��� �� )��������
�$� �� ���	8�  XB� $ ������� ���5 �� �$� pipj $ tq ���^%&��� ) '�	� �� 3�#�� �����% ���5
&��
 ��E� $ �/�� ��E� ��� ��$�B� �6�> ��� ��  ! �
� �4��� 3�#�� �����Z� �4�: M+�B� =9�
3���!�� R��(� �Y� �� ����� �6�> ��� ���� �� �<�
&��
 ��X% =�6� ����  � $ ����� ��1$ &�#
tq $ pipj ���^%&���  ! �
� �	�([$  � c���� d��� =8# <� C ��E5e �-�� �6�>
��E� ���  8���  �  1�� �� �� �'��� �� 3����� ��1$ t′  XB�  '�	� �� $ ���!��� MX5 �� �-����
���	�� )���� ���5 �(/[��� ��� <� pj $ pi V�� $� ��� t $ �
� ��&��	
 �(/[��� 7� <� ��Z�
�� 3���������5 V (q) @$��� M+�B� =9� ��� $ ��!�� MX5 �� pipj ^%&��� ��	> tq <� &���,� ^%
���B� $ ��#�� �#�-� �
� M+�B� ��� =9�  ! t′  XB� �$� �� t  XB� q �T� <� �� �6�> ���

3���!�� R��(� |tt′|
|t′q| �� ����� �� errvis(t, pipj)

���5 tt′ ^%&��� �$� q  ! �
� ����<  � c���� d��� =8# <� D ��E5e "�
 �6�>
&����� q �\��  ! ����� ��T	�� $ ���! &��
 �� ��� =��5  �>�� ��$��� <��  ! �����%�� �� 3������
&��
 �(/[��� <� ~��% q �<�
&��
 ��� ��  ! �
� �6�>�� ��� 3�#��  	#�� ���5  �>�� ��� @$��
�� ����< �6�> ��� 3��# �����/1 ���<�
&��
 t�� ��� <� ���� )������� � 3������ ���5 &�#
MX5 �� �-���� tq $ pipj ���^%&���  ! ���� ��1$ P(i, j) ��E� �$� t ����� �
��  ! �����
R���(� ���4�� � � � ����� �� errvis(t, pipj) �6�> ��� �� 3���� ���5 V (q) @$�� pipj $ ���!���
q0�� ��� $ �# ����% ���4�� � )��:�� ��< ��  L���� )� � errvis(pi, pj)  '�	 � �� $ ���!��

3���� ���\ �<�
&��
 �� �X%&��� ���� ��#��
����� �� 7� $ �Y� ��� ���0 V (q) <�� <�  XB� �� ���� errvis ���B� )s�� R��(� �� S��X�

3�
� ���4��� ��
�>�E� $ 2�$�V$��  /��� ���(� $� ) XB� 7� ��X% ���� s�� R��(� <� &��Y	
� ��
�\��  �  	E��$ �� /��� ��X% 3��! R��(� �\��  �  	E��$ �6�> ���� @����� �� &�# �'��1
maxt∈P(i,j)(errvis(t, pipj) �� ����� �
� P(i, j) ��E� &�# &��
  ! �� pipj ^%&��� ���� �� XB�
���L�� 3������ @��� errdvis(pipj) �� ��&��
 P���  � �� errdvis(q)(pipj) �� $ ���!�� R��(�
R��(� ∑

t∈P(i,j)(errvis(t, pipj) P��C� ^%&��� ��� ���� �� �\��  �  	E��$ �	>�E� ��X%
3������ @��� erravis(pipj) �� erravis(q)(pipj) �� $ ���!��

�������� �	 �
���� ��� ��� �� ��� �� �� ����� ������ �
����  ! �"#��
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��0 3���� ��1$ c�B� ��0 "�4Y� $ �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� ��� �8���  X���
−→
d �41 �� �<��� ^% $� ���  /��� ���	�! �� ����� −→d &�# &��� ���	�� �� c�B�  0��'� 7�
��E� <� �
�O�  0��'� dPU (i, j)e PL(i, j) ���! ��� 3�#��  	#�� �� �� �� c�B�  ��  ! �
�
q =��#  ! pj $ pi c�B� <� &���,� ^% ^
�� &�# R��(�  	E�  9Y���� ��  ! �
� P(i, j)

$ wL(i, j) � � F� �� �  � �� PU (i, j) $ PL(i, j) c�B �  0��'� ��0 3� ���� ��� 5 d�E� �e �
�
3������ @��� wU (i, j)

#	��� V (q) � P(i, j) = 〈pi, pi+�, . . . , pj〉 ���� ��� E IK OA

errdvis(pipj) = max( wU (i,j)
do(q,pipj)+wU (i,j) ,

wL(i,j)
do(q,pipj)

)1

�-�� ��
 ��  ! P(i, j) ��E� <� p  XB� �� ���� errvis(p, pipj) )u6��  �K5 V�
� �� EG��H�
c�B� ��� ��X% ���	��� )�������� 3 do(p,pipj)

do(p,pipj)+do(q,pipj)
�� �
� ����� ���� ���5 q  � ��E� pipj

 ! P(i, j) ��E� <� p  XB� �� ���� errvis(p, pipj) ) ���� ��+  � 3 wU (i,j)
do(q,pipj)+wU (i,j) �� �
� �����

����B� ���  ����� $ �
� do(p,pipj)
do(q,pipj)

�� �
� ����� )�E� q  ! ����� ���5 pipj <� �	�
 @��� ��
� 3 wL(i,j)

do(q,pipj)
�� �
� �����

P(i, j) <� pk V�� 7�  � c���� errdvis(pipj)  ! �
� ��� �6 ��� <� ��B	E�  '�	� 7�
��X%  �
�9� � � �� pipj ^%&�� � �� ��X% �� ��� ��� ����E� ) '�	 � ��� <� &��Y 	
� � � 3�
�

3���$��� �
�� P(i, j) ��E� �� ��1�� ���V��

�V�� �! ��>!�# 	�D�>�  �EL ����� <-;-W

P(i, j) ��E� c�B� �\��  �  	E��$ ��X% t��'� �� pipj ��@��� ���� �\��  �  	E��$ �	>�E� ��X%
 � errvis(t, pipj) ���B� �$� ����*��-	�� �� @����� �� erravis(pipj) ���B� )�������� 3�
� �����
@��� ��� =8# ��  ! )rs ^%&��� ���! ��� 3��!  �
�9� P(i, j) ��E� <� t ����B�  �� ��<�
�� �� ^%&��� ��� �$� c�B�  � c���� �(�'� ��X% 3�
� P(i, j) ��E� <� ��Z� )�
� &�# &���
���5 x ��9� �$� �� pipj ���! ��� )q9� ��/! U��! @$�� 3������ @��� erravis(rs, pipj)

)P��C����� 3����
erravis(rs, pipj) =

∫ xs′
xr′

|tt′|
|tq| dx

3��	E� s′ $ r′ c�B� x  Y6�� F����  � xs′ $ xr′  !
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q

r

t

s

s′
r′ t′

pi

3�\��  �  	E��$ �	>�E� ��X% ���(� �jhp =8#

$ xq = m $ �
� ax + by + c = � P���  � rs <� &� ��, � ^%  6�� ( � � � � ! �� �
s�� ��� S�+ $ ���� ���5 t′q $ rs ���^%&��� <� &���,� ^% $� �� �$� t )���L�� 3yq = n

����!  �
�9� ��< P���  � �� yt $ xt �������� ) '�	��� 3yt′ = � $ xt′ = x

{yt − n = n−	
m−x(xt − m), ax + byt + c = �⇒ {yt = nc+anx

ax−am−bn , xt = cm−cx−bnx
ax−am−bn 3

�� �
� ����� erravis(rs, pipj) ���B� )��������

erravis(rs, pipj) =
∫ xs′

xr′
|tt′|
|tq| dx =

∫ xs′
xr′

√
(x−xt)�+(	−yt)�√
(m−xt)�+(n−yt)�

dx3

���:�� �
�� ��< P��C� *��-	�� ���  	E� "��

F(x) =
∫ |tt′|

|tq| dx = (t−xt)
√

(t−xt)�+y�t +y�t ln(t−xt+
√

(t−xt)�+y�t )

�

√
(m−xt)�+(n−yt)�

3

���#��  �
�9� ��< *���� <� erravis(rs, pipj) ���B�  '�	� ��

erravis(rs, pipj) = F(xs′) −F(xr′)3

��E� <� ^%&��� �� ��<�  � s�� P���0 ���B�  �
�9� �� @����� �� erravis(pipj) )��������
<� C ��E5 ��  ! �	6�> ���� ��  ���� D��! ����
�9�  ! �
� �!v  � "<s 3��$: �
�� P(i, j)

$ ��� I �X% ���B� � � �-�� �6�> $� ���� 3�
� ��,�"�'�� �
� &�# &��� @��� ��� =8#
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� {Z��
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  6�E� ��5�� $ ��B�  ��� $� �� ���� ���(	� ����	���-6� )�#  	Y�  L����
���(� �� ���� &��Y	
� =��5  ! ���&�#  O��� �X% ���(� <� =B	E� ���	���-6� ��� <� �%�� 3�
� &�#
$ ����0 a$� 7� @���0  � 3xfip) om) pg) no) kk) ipy ��	E� �<�
&��
 ���� &��Z6� ��X%
��� �� ��E� ����&���! => $ ����41 2��� 7� �	%�
 �� V�� ���	�! �� �<�
&��
  6�E� ) ��4�
P = 〈p	, p�, . . . , pn〉 � �E� V�O� �$� Gε ����41 2��� )a$� ��� �� 3��#�� => 2���
−−→pipj ����41 *�� $ ���� ��1$ V�� 7� P <� pi V�� �� ��<�  � )2��� ��� �� 3��#��  	%�

3�#��� ε <�'� ��X% ���B� <� �	��� err(pipj) ��� �4�� $ ��� ��#��  ��[� 2��� ���  � )i < j  !
� � �<�
&��
  6�E�  ��4 � ;��1 ����41 2��� ��� �� pn  � p	 <� Q ��E� ����&� ��! )u.


3�
� MEerr(Q) �<�
 ��4� 2�� V�
��� P ��E� V�� ���	�!
Gε ����41 2���  � )i < j  ! pipj ���*��  �� �#��  ��4� SEerr(Q) �����Z�  L����
3��#��  	��� �T� �� @: �� �\��	� ��@���  � c���� ��X% �� ����� *�� �� @<$ $ ���#��  ��[�

3�
� SEerr(Q)  ��4� ;��1 pn  � p	 <� Q ��E� ����&���! )P��������
 � � ��X% @�� � V� 	
� �� ��� � � )� 	 ���- 6� � �� ���1� @� �< )� 6�> $� � � ��� �
���� &�# &��Y	
� ��X% ���(� <� =B	E� a$� ��� )@:��&$D0 3�
� O(n�) �� ����� )��^%&���
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� �<�
&��

)��^%&���  �� ��X%  �
�9� <� u� $ ���! &��Y	
� �� XB� �\�� ��� =��5 �(/[��� �<�
&��

�� ����� pipj ���^%&��� ���(� 3���� "�'�� �� �<�
&��
 =�0 O(n�) @��< �� �	���-6� ��� � �
^%&��� �� ���� �� errdvis(pipj) $ erravis(pipj) ��X% �������� �4��� P���  � 3�
� O(n�)

3�# ����% O(n�) �� ����� �<�
&��
 ���1� @��< =! )�������� 3���!  �
�9� O(n) @��< �� pipj

@��< �� $ �\��  �  	E��$  /��� ��X% ���(� ����  6�E� ��� => ���� a$� $� ��(� ���UZ� ��
3���!��  O��� O(n�) <� �	�! ���1�
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errdvis(pipj)  �
�9� ���� "<s @��<  � c���� ����<  ���� ��� 3��#�� "�'�� O(n�) @��< ��
3��#�� ��1� O(n�) @��< �� d��E� ����&���!  �
�9�e �/�� �	���-6� ) �
�9� ��� <� u� 3�
�
�� �
� �8��  ! pipj ���^%&���  �� ���� errdvis(pipj)  �
�9� ���� �#$� )UZ� ��� ��
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pi

p′′m

pm

p′m

pj

q

3�� XB� �\�� ���� @�
��  �>�� �khp =8#

V�
� �� �<�
&��
 )O(n�) @��< �� )����� UZ� �� &�#  O��� �<�
&��
 �	���-6� ) '�	�
3����� "�'�� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ���(�

 ! ��# ���\ ������� P ��E� V�� ���	�! �� �<�
&��
 �� ����� �� ^B� pipj ^%&���
<�'� ��X% ���B� ε  ! �#�� ���5�� errvis(pm, pipj) ≤ ε c�# )i < m < j  ! pm c�B�  �� ����
�� p′mp′′m ^%&��� ���� pipj )c�# ��� @��! &��$:�� ���� 3�
� V�� ���	�!  6�E� ���� &�# &���
$ |p′mpm| = ε|pmq|  8���X� �
� pmq ^%&��� �$� �� XB� p′m )��� =8# S�+  ! ��! MX5
 8���X� �
� p′m  � ��E� pm =��B� ��
 �� $ pm $ q c�B� <� &���,� ^% �$� �� XB� p′′m
~��% q  ! ��# q0� � � �� � � �<�
&��
  � pipj ^%&�� � @�$�� )@:� �&$D0 3|p′′mpm| = ε|p′′mq|
 ! ���� ���5 �� 9Y���� @$�� pj  ! �
� "<s )c�# ��� ��[�� ���� 3���� ���5 �<�
&��

<� pi  XB� ���� ��  9Y���� ��� 3�
� pi+� =��# $ ��#�� R��(� piq <� &���,� ^% ^
��

3������ @��� hp(pi,P , q) �� q �\�� $ P ��E�
 ��[� �<�
&��
 ����0 �	���-6�  � c���� Gε ����41 2���  � −−→pipj *�� )�-�� P���0  �
q $ ��! MX5 )i < m < j )pm c�B� ���� �� p′mp′′m ���^%&���  �� pipj ��� �4�� $ ��� ��#��
$ q �\��  � ��E� pm  XB� @�
��  �>�� �� p′mp′′m ^%&��� 3���� ���5 pipj =��# �<�
&��
 @$��

3������� ε  ��	
: ��X%
&�$�� Gε ����41 2���  � ���� ��:  ! pipj ^%&��� ���� �� �������C� ���� )��������
)u.
 3���# �
��� )����� ���5 pj $ pi ���  ! P(i, j) V�O�  �� @�
��  �>�� ���� )��% �� ��#
���� �� �������C� @��< �� &��: �
�� P�0D+� <� �������� pipj+� ���� �� �������C� ����
P��C� )��#�� &��� @��� PRpi ��  ! �� pi V�� <�'�  �>�� )��T�� ��� ���� 3���! &��Y	
� pipj

)pipj ���� �� �������C� "�-��  ! �
�  9Y� <� ��Z� PRpi <�'�  �>�� 3���!�� R��(� ��<
���B�  ! �
� �4��� 3�#� � PRpi  �>� � @$�� pj ��� �4 � � $ ��� ��#��  ��[� Gε  � *� � ���
<� �T�2�� $ errdvis(pipi+�) = �  ! �
� ��� @: =�6� 3hp(pi,P , q) �� �
� ����� PRpi  �6$�
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′′
i+�  #�� @$�� pi+� ��� �4��
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′′
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−−−→pipi+� *�� $ ���� �� �T� ���� ��J�$ PRpi )��#�� �
��� pi+� V��  ! ���-�� )P��������
)��� =8# �� 3�#� �  	#�� ��� 5 PRpi  �>� � @$�� pi+� ��� �4 � � $ ��� ��#��  ��[� Gε  �
@��� )d� < k < �e )p	pk ���^%&��� ���� �� �������C� "�-�� p	 V�� <�'�  �>�� P����`�
Gε  � −−→p	p� �6$ ���#��  ��[� Gε  � −−→p	p� $ −−→p	p� )−−→p	p� ���*�� )=8# ��� S�+ 3�
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3�
� &�# &��� @��� ��� =8# �� Gε  �
�9�  � c����
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BuildDAG(P , ε)
� P is the input path of n vertices and ε is the error threshold

1 for i = 1 to n − 1
2 do
3 PRi := hp(pi,P , q)
4 for j = i + 1 to n
5 do
6 if pj ∈ PRi

7 then add −−→pipj to Gε

8 PRi = PRi ∩ � p′jpip
′′
j

9 return Gε

�<� 
&�� 
 ��� � �<� 
&�� 
 � �� � 0 � 	 ��� - 6�  � c� �� � Gε � 	 %� 
 � 	 ��� - 6� �mhp =8#
3�\��  �  	E��$ �� /��� ���(� V�
��� �� XB� �\�� ��� =��5�(/[���
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��+  � ����� �� Gε 2��� )��#�� O(n�) <� �	�! ����<  ���� �� �����	���-6� *����  �  ! ����� ��
�
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�� G = {G� = (V�, E�), . . . , Gl = (Vl, El)}  0� � ' � $ G = (V, E) ��� � 4 1 2�� �
 
 ��� �
� G ���� �� #�% U#�� 7� G 3�
� G <� 2�����< 7� Gi ��  ! ����-� �T���

��#�� ���5�� ��< c�#

2��� ��� V�O�  	
� $� Vi� $ Vi� ��� $ �
� ��Z�$� =��! 2��� 7� Gi 2��� �� df
3�#�� Vi� <� �
��  � Vi� <� V�� 7� <� ���� Gi *�� �� �41 &�-�: ��#��

3E = E� ∪ E� . . . ∪ El di

3Ei ∩ Ej = Φ )i �= j $ � ≤ j ≤ l )� ≤ i ≤ l  ! j $ i �� ��<�  � dj

��&���� P��C� �� @: �������� )�
� ��Z� $�  #�% 7� Gi 2��� ��  8���  �  1�� ��
O(|Vi|) @: <��� ����  T��> ) '�	� �� 3���! ����4-� Vi� $ Vi� ���V��  	
� $� ���(� �� ^B� $
$ ������ @��� |G| �� �� G �� #�% U#�� &<���� 3�E�� Gi ��46�� ����4-�  � �<��� $ �
�
G &���� ����4-� ���� <��� ����  T��> M5�$ �� 3���!�� R��(� ∑l

i=� |Vi| �� ����� �� @: ���B�
3�
� |G| �� �����

@��< �� @��� �� �� G <� V�� $� ��� ��E� ����&���! )G 2��� <� G &���� =8# �	#�� ��
3��!  �
�9� O(|G| + |V |)

A� 9 �� � �! =� 6 8 =� ( 2 � G = {G� = (V�, E�), . . . , Gl = (Vl, El)} � 9 E IL OA
O(|G| + |V |) )��� �� )���� � G � v & u :� &� 3�� ���� 3�������$ ���0< �=�� G ���;�

1��$ !��� �

gi ��  ! � � � !�� R��( � �� V ∪ {g�, g�, . . . , gl} V�O�  0��'� � � H � ��1 2��� EG��H�
−→ugi ���*� � )�#� � Gi  � S/( 	 � −→uv ��� )G <� −→uv ����41 *� � �� ��<�  � 3�
� Gi � � �\� � 	 �
O(|G|) $ V�� O(l + |V |) ����� H 2���  ' � 	 � �� 3� ��#��  ��[� H � ��1 2���  � −→giv $
H �� v $ u �� � � �E � � �� �&� �� ! )G <� v $ u �� � � �E � � �� �&� �� !  �
�9� ��� � 3�
� *� �
��E� &�-�: )�#�� 〈u� = u, g�, u�, g�, . . . , gk, uk+� = v〉 P��C� ��E� ��� ��� 3��#��  �
�9�
$ �
� �
���
 �0�� ��� �9� P��I� 3�
� G �� v $ u ��� ��E� ����&���! 〈u�, u�, . . . , uk+�〉
� 3�
� "�'�� =��5 O(|G| + |V |) @��< ��  �
�9� ���  ! �
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 �=> $ � �E B � P��� � G a$� � ���� 3� � ��� � � � � ( � � \� �
����41 2�� � Gε(C) $ �
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U#�� F����  � G� $ G� 3��#�� C UZ� $� C� = 〈p�n
�
	+�, . . . , pn〉 $ C� = 〈p�, p�, . . . , p�n

�
	〉

)"�_��  />�� �� 3� ��#��  �
�9� �	��<� � P��C�  ! �� 	E� Gε(C�) $ Gε(C�) �� #�%
���*�� ���� �� G�� �� #�% U#��

E�� = {−−→pipj|−−→pipj ∈ Gε(C), pi ∈ C�, pj ∈ C�}

$ C� �� �4�: V�� $�  ! ��	E� ����*��  �� =��# F����  � G� $ G� )�������� 3���$:�� �
��
3�
� C� �� �4�: �-�� �
 $ C� �� �4�: �
 7�  ! �
� ����*��  �� =��# G�� $ ���� ���5 C�

 � G� $ G�  8���  �  1�� �� 3�
� Gε(C) ���� �� #�% U#�� 7� G = G� ∪ G� ∪ G�� ) '�	���
3���! @��� �� G��  �
�9� &�9� �
� ���! )���#��  �
�9� �	��<�� P���

7� �� �
� ����� ��	�� @: ���B�  ! ����! R��(� F���� ���  � �� PRpi )��� UZ� ��
�����E� 3��#�� �<�
"�-�4� ?����  � @: ���B� . . . $ pi+� )pi+� V�O� a<���� �� $  9Y����
�T� �� �� pj ∈ C� $ pi ∈ C� V�O� $ C� = 〈pn, pn−�, . . . , p�n

�
	+�〉 $ C� = 〈p�, p�, . . . , p�n

�
	〉

���B� �� ����� �� cone(pj) $ p�n
�
	 V�� a<���� <� u� PRpi ���B� �� ����� �� cone(pi) 3����-�

3����� �� ��< �6 )F���� ���� 3������� �T� �� p�n
�
	+� V�� a<���� <� u� PRpj

1pi ∈ cone(pj) & pj ∈ cone(pi) �9 �;"� & �9 −−→pipj ∈ E�� E IM OA

)p′mp′′m ���^%&���  �� pipj ��� �4� � $ ��� −−→pipj ∈ Gε  ! ����� @��� ��� UZ� �� EG��H�
pj ∈ cone(pi) &�-�: ��! MX5 �� ��^%&��� ���  �� pipj ��� �
� �4��� 3��! MX5 �� )i < m < j

�� �^%&�� �  � � pipj )pi ∈ cone(pj) $ pj ∈ cone(pi) � �� )� - �� 2� + <� 3pi ∈ cone(pj) $
� 3�
� E��  � S/(	� �� $ Gε  � S/(	�  '�	� �� $ ��! ����% MX5 �� )i < m < j )p′mp′′m
 �$�< α $ ��	E� cone(pi) &���! R��(� ���^%��� pil

′ $ pil ���^%��� ���! ���
 �>�� �� ����� �� dwed(pi) 3�
� ��^%��� ��� ��� ;�9�  �$�<  '�	� �� $ cone(pi)  � c����
dwed(pi) ) '�	 ��� 3���!�� R��(� α  �$�< � � $ pil

′ $ pil <� &���,� ^% $� ��� &�# �$�9�
3�
� ���5�� ��< �6 R��(� ��� S�+ 3�
� pi  � ��E� @:  ���5 $ cone(pi) =��#

1�"
�� ��	� ��� W���I E IN OA

1−−→pipj ∈ E�� `a

1pi ∈ cone(pj) & pj ∈ cone(pi) `b

1pi ∈ hp(pj, C�, q) & pj ∈ hp(pi, C�, q) �pi ∈ dwed(pj) �pj ∈ dwed(pi) `c

�4��� dwed $ cone R��(�  �  1�� �� �� �⇒ � P��I� 3�# @��� �� �6 �� �⇔ � P��I� EG��H�
3���! P��I� �� �⇒ � �
����! �������� 3�
�

������ dwed $ cone R��(� S�+
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cone(pi) = hp(pi, C�, q) ∩ dwed(pi),
cone(pj) = hp(pj, C�, q) ∩ dwed(pj).

� 3��:�� �
�� �⇒ �  '�	� �� X��� ��� <�
��#�� @����� ��< P��C� �� E�� ���*��  0��'� )s�� �6  �  1�� ��

E′
��

= {−−→pipj |pi ∈ C�, pj ∈ C�, pj ∈ hp(pi, C�, q)},
E′′
��

= {−−→pipj |−−→pipj ∈ E′
��

, pi ∈ hp(pj , C�, q)},
E�� = {−−→pipj |−−→pipj ∈ E′′

��
, pi ∈ dwed(pj), pj ∈ dwed(pi)}.

����� �� �6 �� �� �4�:  �
�9� a$�  ! )pi ∈ C� $ pi ∈ C� c�B�  � c���� cone(pi) �	#�� ��
� �!��� �"#�$� %�& '��() �� G�� *����� +��, -��.

% � *�&� � ) -/ 0 # � � ! �� � � " #� $ � E′
��

*� �1� � *�% ) �� G′
��

*�� �� � +�� , �� � )�
{(a, b)|(a, b) ∈ A × B, (a, b) ∈ E′′

��
} *� �1� � &� *�� �� � + �� , 2 � (A, B) ∈ G′

��
� �� �

�� ��� �� � E′′
��

*� �1� � *�% ) G′′
��

*�� �� � + �� , 2 � � ) %  ! � � �  ��3.� � 4 #� )
*� �1� � � 5� 6  � *�% ) *�� �� � + �� , 2 � (A′, B′) ∈ G′′

��
� �� � % � *�% ) -4 �� 7 �

+��, �� 4#� �7��) � ��3.�� 4#�) {(a, b)|(a, b) ∈ A′ × B′, a ∈ dwed(b), b ∈ dwed(a)}
�4#� E�� *�%) *����� +��, 2� %��� *�����

!��� � O(n log n) )��� �� pi ∈ C� C�0 & pi ∈ C� :��� !J� ��� )���� � cone(pi) E IP OA
1��$

 �
�9� i ≤ k ≤ �n
�
� ���� �� cone(pk) ���B� )����B	
� P��C� $ pi ∈ C� ���! ��� EG��H�

&���,� ^%  � ��E�e {p′′i , p′′i+�, . . . , p
′′
�n
�
	} c�B� ;�9� a�� ����< <�� �� ����� �� Li 3���&��!

3���!�� R��(� {p′i, p′i+�, . . . , p′�n
�
	} c�B� ;�9� a�� ��s�� <�� � � � ��� � �� Ui $ dpip�n

�
	 <�

3���&��!  �
�9� ����B	
� P��C� �� �� Ui $ Li ���B�  ! ���!�� ���
3���$:�� �
�� ���#�� �
� Ui $ Li  � pi−�  XB� <�  ! �� ����V��� )pi−� V�� ����
)�� � - � ��� 5 dpi−�p�n

�
	 <� &� ��, � ^%  � � �E �e Ui � � V� � � � �< �� Li � � V� � �  L �� � �

$ Li−� 3�
� V��� $� ��� ���  �>�� �� ����� cone(pi−�) )P��C�����_�� 3�
� �4� cone(pi−�)

3� � � !��  �
�9� O(log n) @��< �� xffj) oly ��1�� ���a$� <� �8� <� &�� Y 	
� � � �� Ui−�
 �
�9� ���� "<s @��< ) '�	��� 3���! ���(� O(log n) @��< �� �������� �� �� Li $ Ui ��4
���
*s�	
� ���� �� pi ∈ C� c�B� ���� 3O(n log n) �� �
� ����� pi ∈ C� c�B�  �� ���� cone(pi)

� 3��!�� }��
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O(n log n) )� �� �� & O(n log n) ��� 0 � � �! =� 6 8=� ( 2 � )� �� � E′
��
�� � E IQ OA

1�6��

�� ��< ��1$V�� �����	�  ! ������ ���5 �� ��-� ��	%�
&��� 7� �� �� pj ∈ C� ����0 EG��H�
���5 hp(pi, C�, q) ��  ! �� pj ∈ C� c�B�  �� )pi ∈ C�  XB� �� ���� ����� "�'�� �����! P��C�

3���!  �
�9� �������
;��1  ! ���!�� ��'�� C� c�B� �$� ��$�$� ��'	E1 ��	%�
&��� 7� )��!��� ����
�
�� �� <� ��1 $ �����!  0��'���< O(log n) t��	1� P��C� �� pi ��1$V��  � c����
��� �	#�� � � 3O(n) � � �
� � ��� � �� 	%�
&��� ��� �� ��� ��! ��� 0��'�  �� &<�� �� 3��$:��
�����!  0��'� �� ��<�  � $ ���!�� ��1� �� c���� ��1$V�� )pi ∈ C� �� ��<�  � )��	%�
&���
&��� �4�: ��1$V�� ;��1 Ǳ1 Bi  ! C� <� �+�B� =��# Ai  0��'� )��	%�
&��� ��� <� Bi

U#�� ��K0� <� �8� @���0  � �� (Ai, Bi) &�-�: )�#��� �4� Ai ��� 3���$:�� �
�� �� �
�
<� 7� �� $ O(n) � � �
� ���� � Bi �����! ��� 0��'� &<���� 3���!�� ;�Z	�� G′

��
�� #�%

U#�� &<�� �� ) '�	 � �� 3� ��#��  ��[� ��Ai <�  0��'� O(log n) �� �r!��> � � C� ����0
� 3�
�  �
�9� =��5 �� O(n log n) @��< �� $ �
� O(n log n) &��: �
�� �� #�%

O(n log� n) )� �� �� & O(n log� n) ��� 0 � � �!=�6 8=�( 2� )� ��� E′′
��
�� � E JR OA

1�6��

�
�� �� #�% U#�� <� (Ai, Bi) ��K0� <� 7� �� ��<�  � )E′′
��

)E′
��

���  X��� S�+ EG��H�
Ai × Bi ���*�� <� �� 0��'���< �$� �� #�% U#�� 7� )s�� �6 � � S��X� E′

��
���� &��:

3�#�� E′′
��

�� ��1�� ���*�� =��# ^B�  ! ���!�� ��'��
&�# @��� &<�� ��'	E1 ��	%�
&��� 3����-� �T� �� �� (Ai, Bi) ∈ G′

��
 #�% )��!��� ����

;��1 �� ��< ��1$V�� �����	 �  ! ��<�
�� �� ��-� Ai  0��'� ��K0� ���� �� �� �6 ��
������ 3���$: �
�� pi ∈ hp(pj , C�, q)  ! �� pi ∈ Ai c�B�  0��'� )pj ∈ Bi �� ��<�  � 3����
&<����  ! ���$:�� �
�� Ai × Bi ���*�� <�  0��'���< ��� ���� �� #�% U#�� 7� )�� �6

3�
� �%�
 =��5 �� ����<  ���� ���� �� $ �
� O(|Ai ∪ Bi| log(|Ai ∪ Bi|)) ����� @:
���U#�� =! &<�� �� &�- �: )���� "�'�� (Ai, Bi) ��� #�%  �� ��<�  � �� ��!��� ���
3�
� O(n log� n) �� �4�:  �
�9� @��< $ �# ����% O(n log� n) �� ����� &��: �
�� �� #�%
E′′
��

 � S/(	� *�� �� $ �
� E′′
��

 � S/(	� �� #�% U#�� ��� �� ��1�� *�� ��  ! �
� �4���
� 3���� ��1$ �� #�% U#�� ��� �� ��
*� � 1� � � 5� 6  � � ) 8� )% � *�� �� � +�� , � � 7 9 *�% ) :3� 2 � xny �� -� ;% <&�
4��=� %) �!�"� :3� >�� �4#� ��� �?��� E = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B, a ∈ dwed(b), b ∈ dwed(a)}
@&A B��& �4#� B�C3� *�D; >�� �� ��E����, F<�G9 �"#�$� 3 B�C3� *�D; �) dwed(p) 8�H�
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���I9 n �� 4#� O(n�/�+δ) �) %)�%) JK�L *����� +��, �&���� 3 *����� +��, >�� ��79 *�%)
�4#� B 3 A *���5�6� 8�G�

*����� +��, -E′′
��

*��1�� �) 8�)%� *����� +��, >���� 3 -:3� >�� &� ���M�#� �)
���. 4#�) *����� +��, &� (A′

i, B
′
i) *�D5� &� 2� %� *�&� �) � �&�#�� %�& '��() �� E��

�) N)�H� A′
i × B′

i *��1�� &� *��5�6�%�& *3� *�����+��, 2� -�
  O �) N)�H� E′′
��

*�%)
�� 4#� �7��) ����) E�� �� ��P�� *��1�� J��� EG; ��  �!��� ���� xny �� ��� �?��� :3�
�) 4#� %)�%) E′′

��
�) 8�)%� *�����+��, *�D5� ��Q� *�%) *�����+��, >�� �&���� 3 ��79 B��&

�O(n�/�+δ)

Gε *����� +��, �"#�$� JL 3  �RG9  � ���=O� �;%(� �S;�L 3 �%P� B��& ->��% )� ! )
T��) ����� %�& '��()

S(n) ≤ �S(n/�) + c.n�/�+δ

= O(n�/�+δ)

��.6 ���*� & �!./0 ��� ���� �*�+�", !� X���� Gε ��� �!=�6 8=�( 2� E JF OA
1�� �6�� ���� O(n�/�+δ) )��� �� !$ ��� ���& O(n�/�+δ) ���0 �� �E�0 !� !
��& �!�G�@

3� �P�� &� %�6� B��& �� �� V (q) *&�#���# B��9�� -��  O �) 8�)%� ���� 3 A�)  O U��%9 �)
���� @���

�� )���� � !0�9�*�+�", !"�� 2� �� -�& �!./0 �E�0 2� ��� ���� �*�+�", E FQ ��74
1��$ �������� �E�0 !� !
��& �!�G�@ ���*� :�� �� O(n�/�+δ) !?@�4 & )��� A�G

�5!"��� �6�� ��� ('� �7
��28 ����"��� ;L@

�� V�%I9 >�� � ��%� V�%I9 *��HG� %W�� *�%) EG; �� %W�� �) ��R)�3 *�H� ���I� -�Q"X *��+Y)��
��  ������� 3  ���� �H����, %W�� 2� �� ��!�Z%; ����  �6I9 %W�� %=�� *�����C *�%) B��9��

� �!� ���# �� B. *�X 3 V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\

���B ��� .!�/ 	�%B��6  &�
���
 9-A-W

�) 8�)%� -WV (qr) -V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\ &� �]Y) P(i, j) = 〈pi, pi+�, . . . , pj〉 ��!�Z%;
P(i, j) &� �HG� 2� pm %C� � �!� ���# pipj E����, �) ��B.  ������� �� 4#� qr �H����, %W��
%C� �4#� ��� J)�X  ����� B�]� Q �) �� qr 8�G� &� *��5�6� &� pm �� 4#� �7��) ��=�. -���)
%W�� �) ��R)�3 *��QK�; *�H� ��=�. - �%�=) %S� �� *��HG� %W�� 2� B��!5 �) �� q′ ∈ Q �HG� %�
J)�X �IQ[�!\ �� pm ��  ������ �errvis(pm, pipj) �) 4#� %)�%) pm �HG� *�%) *&�#���# >��
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4#� �I�"< ->��%)�!) ����) ��� J)�X qr &� �HG� 2� &� EG; %C� ��L �%�C�� ��%X qr V�I[ ���
-errvis(q′)(pm, pipj) ���G� �!�6� '��() pm �HG� *�%) �� qr %W�� �) ��R)�3 *��QK�; *�H� ��
errwvis(pm, pipj) �) %9���# '��K �) �� errwvis(qr)(pm, pipj) �) �� �H� >�� � �!� V�%I9 -q′ ∈ Q

� ����� B�]�
�!�]�) �) %)�%) �� pipj E����, *�H� -P(i, j) 8�G� ��� �) ��R)�3 *�H� ���G� >���� �)
�) pipj E����, *�%) �� �H� ���G� >�� �pm ∈ P(i, j) ��  �!��� V�%I9 errwvis(pm, pipj) %���G�
�� 4#� '�"^� J)�X �C��R) � ����� B�]� errwvis(pipj) �) %9���# '��K �) �� errwvis(qr)(pipj)

�;�� E����, %� *�H� �"#�$� *�%) ���� �� 3 4#� P(i, j) &� _�� 2� �) 8�)%� �H� ���G� >��
� �!� �"#�$� �� P(i, j) _�?� *�H� �� 4#�

2� -���C�IQ[�!\ �!��� 2� �� FX�3 �H����, %W�� 2� ��� J)�X �IQ[�!\ -��P3 >�� �)
B. B3�� �� 4#� ���# �IQ[�!\2� V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\ FX�3 �� �4R�� ���# �IQ[�!\
*&�#���# %C� ->��%)�!) ��!�R�� ��� J)�X V�I[ '��() %W�� &� �� ���� ��P3 `�$� ��L�� *���I9
�!�6D9 a�� - ��� @��� JG�R� '��() �Q��� `�$� *����L�� >�� & %� �� ��3%�) & %� *3� ��
*&�#���# �� �#�#� Jb]� 2� >�� ��!!b� FHX �� %=��6� *&�#���# *��1�� �� ����� ��P3
�� �� ��3%�) & %� �7!9 %C� -J)�G� �� �4#� ���C�IQ[�!\ *���!��� �� V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\
���) ���# �IQ[�!\ 2� B3�� qr �H����, %W�� %C� �4��� ����Y� ��P3 �O�R� >��  �%�=) %S�
���I� _�#� %) �� *&�#���#  ����9�� B. *�%) �� ��) ����� ���# �IQ[�!\ 2� c�� WV (qr) ��=�.

� ��� @��� ������ '��() ��� V�%I9
J)�X �H����, %W�� 2� &� ��#��, �IHX 2� &� ����6� �HG� 2� -���# �IQ[�!\2� B3��
&� �IHX >�� *�7��� 3� &� �b� �) 8�)%� %W�� �) ��R)�3 *�H� �!�6� ���G� -��  O N"< 3 4#� ���
��� J)�X �IQ[�!\ *&�#���# *�%) ��� �?��� ���I�  �����) �� ����� d5�) �Ce�3 >�� �4#� %W��

� �%") ��b) ����� +Y) �� ��� �?��� ���65  ����=O� &� ���M�#� �) �� V�I[
�� %W�� &� ��� J)�X �IHX B. _�� %� *�%) �9  �!��� +��6�, �� WV (qr) &%� -��S!� >�� *�%)
���) ���� %��W _�� >�%�6� �) *&�#���# �O�R� �� �!���9�� �� �� ����E����, -/0# � �!� �"#�$�

���� ����# - ��%� B��) *��HG� %W�� ���� �� �f�. �!��6� -Gε g�%C 3 ���� hY]�
�(/[��� V�� ���	�! �� �<�
&��
 �� ����� �� pipj ^%&��� )�� XB� �\�� ������
 X ��� )di < m < je )pm c� B �  � � ��� �  ! �� #� � � �� \ WV (qr) = P R�([ � �� = �� 5
 ! �
� ��(� @��� ��� 3�
� &�# &��� <�'� ��X% ���B� ε  ! �#�� ���5�� errwvis(pm, pipj) ≤ ε

)���&�# &��� @��� ��� =8# ��  ! �� r′pm
r′′pm

$ q′pm
q′′pm

���^%&��� <� �8� =5��> ���� pipj

 � r′pm
r′′pm

$ q′pm
q′′pm

$ �
� pm  XB � <� qr ��� = �� 5 UZ� qpmrpm )=8# ��� �� 3� � ! MX5
3��	E� ε &�#&��� ��X% $ rpm $ qpm �� XB� ����\��  � ��E� pm  XB� @�
�� ��� �>�� F����
$ q′pm

q′′pm
��4X%&��� <� �8� =5��> pipj ��� �4�� $ ��� ��#��  ��[� Gε  � −−→pipj )��������

<� p ^%  ! �
� ��� ! ) ' � 	 � �� 3� � ! MX 5 )di < m < je )pm c�B �  �� ��<�  � �� r′pm
r′′pm

PRi = PRi ∩ (� q′pj
piq

′′
pj

∪ � r′pj
pir

′′
pj

) ^% �� �� ��� =8# �� &�# &��� @��� BuildDAG  �$�
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qpm

rq

q′pm

pm

q′′pm

r′′pm

pi

pj

r′pm

rpm

3�X%&��� �\�� R�([ ��� =��5 �(/[��� ���� @�
��  �>�� �nhp =8#

3��#  	%�
 R�([ ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� Gε 2��� �� ���! ��-��1
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�&��: xno) mm) mj) lpy M1��� �� @: ��5��
^%&��� ��� �� �\��	� ��X% $ �
� �/�� ��E� <� )(i < j) )pipj ^%&��� �� �\��	� &�# &��
 ��E�
s��(�  /��� ��� ����&<���� ���� 3��:�� �
�� P(i, j)��E� $ qlql+� ���  /��� FE> ��
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��X%  � �� � � � � � ��� � �� Q �<�
&��
 ��X% )u.
 3��#�� &�� Y 	
� 2�$�V$��  /�� � <�
�<�
 � � 4 �  6�E � $� )�X% �� � ( � R��( � � 	#�� � � 3� � � !�� R��( � @: qlql+� ���^%&�� �
�� �<�
&��
  6�E� �� 3���&�# �
��� �X% ���	�! �� �<�
&��
 $ V�� ���	�! �� �<�
&��

&��� ���B� <� @: ��X%  ! �
� V�� ���(� ���	�! �� Q �<�
&��
 �	��� 2�� )V�� ���	�!
�X% ���	�! �� Q �<�
&��
 �	��� 2�� )�X% ���	�! �� �<�
&��
  6�E� �� 3�#��� �	��� δ &�#

3�#��� k &�# &��� ���B� <� �	��� @: ���V�� ���(�  ! �
�
���(� FE>�� �<�
&��
 �	���-6� ����2$�(� $ ��������5 Douglas-Peucker �	���-6�
�
� O(n�) �	���-6� ��� ����	�� �<�
&���� ���1� @��< 3xjny �
� 2�$�V$��  /��� ��X%
��  � 3�
� xnky O(n log∗ n) $ xnjy O(n log n) ���1� @��< ����� @: ��F
��� �<�
&���� �6$
�� ;��1 @���  ��4� ���� �� ����K� W��  ! �
� ���8	�� �	���-6� 7� �	���-6� ��� )*�>
<�e  ��4� P��C� ��  6�E� ��� xnky Iri $ Imai 3������  O��� @: ��X% �� V�O� ���(� FE>
2��� 7� �� �� �<�
&��
  6�E� �4�: 3����! => O(n� log n) @��< �� d�<�
 &��
 ��X% �T�
@��< 3����! => �� @: 2��� ��� �� ��E� ����&���!  6�E� => �� $ ����! �<�
*�� ����41
�	���-6� ��� ���1� @��< )���4��� 3xom) ipy �# &��� ���4� O(n�)  � u.
 �4�: �	���-6� ���1�
���� )��%���8� $ �L� ��X% ���(� ���� )O(n�/�+ε)  � ����41 2��� ������_ ����4-� ��

3xomy ���� U��! ε > � &��Z6� ���B�
3xlny �# �
��� Godau ^
�� ��� ��	EZ�  #��] ��X% ���(� V�
� �� �<�
&��
  6�E�
�� �� �X% ���	�! $ V�� ���	�! �� �<�
&��
  6�E� �������  ! �����  O��� �#$� Alt $ Godau

s�� �<�
&��
  6�E� S�5� => ���1� @��<  ! �'�: <� 3��! =>  #��]  /��� ��X% ���(� V�
�
$ O(n�)  #��] $ 2�$�V$��  /��� V�
� � � �<�
&��
 �	 ���-6� ���	4 � ���1� @��<e �
�
���� ����B� ��	���-6� )�	
�� ���� �� 3�
� &�# �
��� ��  6�E� ��� ����B� => )d3�
� ��s��
���� �E� ��� � 2�$�V$��  /��� ��X% �� �( � ��� � V�� ��� 	�! � � �<�
&��
  6�E� =>
 O��� ��(�hd ��K� �� ����0 �����E� ����  #��]  /��� ��X% ���(� �� $  9Y� �� ���8�hx

δ ����� @: <� =��> �<�
&��
 ��X% $ �
� �X% ����B� �	���-6� ��� ���1� @��< 3xly �
�&�#
��  ��4� �<�
&��
 V�O� ���(� �� ����� �r!��> �<�
&��
 ��� �� ��1�� ���V�� ���(�  ! �
�
� �� @�� � �� />� �  �  1� � � � 3�
� �� />� � $  ��C ��> � 	 ���- 6� � �� 3�
� δ/� ��X%
$ ���#�� &��� �6��	� P��C� �/�� ��E� c�B�  ! ^%�� ����6�> �� @����� ��@: )�	���-6�
�<�
&��
  6�E� �	���-6� ��� )��1$ ��� �� 3��� ��8� )��! "�-�4�  />�� �� �� ���� �� �<�
&��

�8�� &�#&��
 ��E� V�O� ���(�  6�E� ��� ��  8���  �  1�� �� $ ��!�� => �� V�� ���	�! ��
$  ��C��> �	���-6� ��� 3��! &��Y	
� ������1 ����6�> ���� ��@: @������ )�#�� θ(n) �
�
 ! ����< �� �� ^%&��� ��  ! ��!�� =�0 F���� ���  � V�� ���	�!  6�E� => ���� �� />��

�(x� − x�) + (y� − y�) �� ��� $��$� (x�, y�) % (x�, y�) ���� %& ��'�( )L� 	��
� 	&�

*!� $�+ 	& % x� = x� $,� |y� − y�| � � ��� $��$ � (x�, y�) % (x�, y�) ���� %& ��'�( )���-! 	��
� 	&�

��!�.��� �� ��� $��$� /	�'
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 6�E� => ���� &��� ��� �6$ ������  -� �<�
&��
 �� �
� &��� �	��� <�'� ���B� <� @: ��X%
 /��� ��X% ���(� ���� ����B� �	���-6� ��� )@:��&$D0 3��: ��� ��8� �X% ���	�! �� �<�
&��

@: <� @������ ����-� �T� �� �� L�  /��� ��� $ ��!�� ��! ���8�  /��� ���� ^B� 2�$�V$��

3��! &��Y	
� ������1 �6�> ���� @������ �� �� �<�
&��
 ����	���-6� ���
 3��! &��Y	
�
��� UZ� �� &��: �
�� ?��	� $ &��Y	
� ���� ������� $ R���(� )=C� ���  ���� ��
�� 3��#��  O��� ������1 �6�> �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� ��� UZ� �� 3��#�� @���
)2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� �� �<�
&��
 F����  � ��� $ ��� )��� ���UZ�
 	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
� �� �<�
&��
 $  #��]  /��� ��X% ���(� V�
� �� �<�
&��


3��#�� @��� �\��  �

"��O &��' P����  ���*� Q��7R %LB

<� &�# =�8�� ��E� �-��� � P(n) $ �
� p	, p�, p�, . . . =��# ��$�$ c�B� �����1 ���! ���
��Z� &���� @��� P(pi, pj) ��E� ��� <� pj $ pi  XB� $� �� ��<�  � $ �
� p	, p�, . . . , pn c�B�
&��� @��� �� P(i, j) � � ��&��
 P���  �  ! �
� pj �� pi c�B� =��#  ! �
� P(n) ��E� <�
P(n) �<�
&��
 �� �������  ! ��#�� &����� ������ �� *�C�� 7� )i < j )pipj ^%&��� 3��#��

3�
� � ≤ i < n ��<�  � pipi+� Ps�C�� "��� =��# P(n) 3��# ���\
 6� � �� 3� � !� � {Z� � �� *�C �� � � �� X% � Y � � � � _ ��� B � err M �� � � � � ! �� �
$ qk+� = pn )q	 = p	 ��� �
� P(n) <� �<�
&��
hl 7� k ≤ l ���� Q = q	, q�, . . . , qk, qk+�

err ��X% M��� V�
��� Q �<�
&��
 ��X% 3�#�� p�, p�, . . . , pn−� <�  6������< 7� q�, . . . , qk

 
 =C� ��� �� 3���!�� R��(� @: ��������� ��X%  ����� �� ����� $ ������ @��� err(Q) �� ��
&��Y	
� �X% M��� @���0  � �� �\��  �  	E��$  /��� $  #��]  /��� )2�$�V$��  /��� ��X% ���(�
R��(� �X%&��� $ �� XB� �\�� ���� � =C� �� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� 3���!��
 /��� 3���#�� R��(� UZ� ��� ��  #��]  /��� $ 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� $� 3����!
 /��� ��� &�-�: ��#��  XB� $� o�$ o� ��� 3������ @��� d(o�, o�) �� �� o� $ o� �# $� �
��/5�

3�
�  XB� $� ��� ���  /��� �� �����  ! ��#�� &��� @��� �� |o�o�| P��C�
�� pipj *�C�� ��X% 3������ @��� errH �� �� 2�$�V$��  /���  � c���� ��X% M���
$ P(i, j) ��� 2�$�V$��  /��� �� ����� @: ���B� $ ��#�� &��� @��� errH(pipj) � � ���(� ���
R��(� maxi<l<j d(pl, pipj) �� ����� @: ���B� $ ��#�� &��� @��� dH(pipj ,P) ��  ! �
� pipj

3��#��
R��(� ��< P��C�  ! ������ @��� dF (A, B) � � �� B $ A ��E� $� ���  #��]  /���
�� "�:  �6$� ��(5�� $ ���!�� �$�&���� �� ��  ! ����-� �T� �� �� z
 7� $ "�: 7� 3��#��
�� z
 $ �������� �� A ��E� "�: 3�
� B ��E� ���	�� �� z
  �6$� ��(5�� $ A ��E� ���	��
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��% =9� �� �� ���! �!�> �/1  � �� ������ �!�> ��� *D% �� $ ��!�� �!�> B ��E�
�� ����� B $ A ��E� $� ���  #��]  /��� 3���! �!�> FB0  � ��% ��E� �� ��������� �6$ ��	E���
�$�&���� ��� "�'�� ���� �8�� Ps�> "��� �$� "�: ^
�� z
 ����4-� ���� *�+ ����&���!
A �����E� ���! ��� ���#�� R��(� P��� ���� dF (A, B) )��
� P��C� 3��#�� R��(�
����!� � $  	
��� M�� � �� 3���&�# R��(� B : [�,�] → R� $ A : [�,�] → R� M���� � � B $
 ! �
� A ��� � Aα ���1 @��! ��	���� � 7� α(�) = � $ α(�) = �  ! α : [�,�] → [�,�]

 ! β : [�,�] → [�,�] ���� !� � $  	
� � � M �� � � � ) ��� � P��C� 3Aα(t) = A(α(t)) @: ��
3Bβ(t) = B(β(t)) @: ��  ! �
� B ���� Bβ ���1 @��! ��	����� 7� β(�) = � $ β(�) = �

P��C� B $ A ��E� $� ���  #��]  /���

dF (A, B) = infα,β max	≤t≤� d(Aα(t), Bβ(t))

�� 3��#�� "�'�� B ���� Bβ $ A ���� Aα ���@��! ��	�����  �� �$� inf  ! ��#�� R��(�
�� �X% ���(� ��� FE>�� pipj ��@��� ��X% $ ������ @��� errF � � �� �X% M��� ) #��] ���(�

3dF (pipj ,P(i, j) �� �
� ����� @: ���B� $ ��#�� &��� @��� errF (pipj)

p	, p�, . . . ������1 ��E� <� �<�
&��
hl 7�  ! ����-� �T� �� �� A = A(l) �	���-6� *�>
���� A <� =��> �<�
&��
 QA(n) ���! ��� ���L�� 3��!��  �
�9� l &�# &��� ���B� ���� ��
)������� � 3�
� �<�
&��
hl ����  ��4� ������1��_ �	���-6� 7� Opt(l) $ �
� P(n) ��E�

3�
� P(n) ����<�
&��
hl  �� ���� �8�� ��X% ���B� ���	�! err(QOpt(l)(n))

������	
� �#$�  ! ���!�� ����<�� �	��5� F��[ 7� <� &��Y	
� �� �� A �	���-6� ��Y�! ��
3��#��  	��� �T� �� �� M���� ������� @�8�� ����<�� ��� �� 3�
� ^%�� ����	���-6� ����
�<�
&��
 ��X% �6$ ��#�� "�'�� ����� V�� �k � � �<�
&��
 A �	���-6� �� )��S�5� ��X�
;��1  ! �
� xly �� &�#  O��� a$�  ���� ��� 3��#��  E��B � QOpt(k)(n) � � &��: �
��
 ��4� ;��1 �� �� δ &�# &��� ��X% ���B� $ V�� ���	�! �� �<�
&��
  6�E� ���� &��: �
��

3��!��  E��B� δ/� &�# &��� ��X%
P��C� �� A(�k) �	���-6� �	��5� F��[

A(�k) �	��5� F��[= maxn≥	
err(QA(�k)(n))

err(QOpt(k)(n))

� �� �� #� � R �� ( � f � � � ��� � err(QA(�k)(n))

err(QOpt(k)(n))  ! � � � !� � R �� ( �
�� @: �#�� c �r!��> �	���-6� 7� �	��5� F��[ ��� 3err(QA(�k)(n)) = err(QOpt(k)(n)) = �

3������� �	��5�hc �	���-6� 7�
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=�/9� ?��	� 3������  O��� ������1 ��$�$ *�� �� �<�
&��
 ���� ����0 �	���-6� 7� ��	�� ��
���� ����% ;�% �	���-6� ��� �	��5� F��[ )c�# $� �	#�� ��  ! ����� @��� �	���-6� ���
���� �#$� $ d��� UZ� �� &�#  O��� R��(� �� S��X�e �#�� ���8� )&�# &��Y	
� err ��X% M���

3�#��  	#�� ��1$ ������� ���5 &��Y	
� ���� �	���-6� ��  ! ������@��� ��X% ���Z�
���8�hxy $ ;�9� �����E� �$� �� 2�$�V$��  /��� ��X% M���  ! ������ @���
��E� �� �$� ��  #��]  /��� ��X% M��� |�E�� ���8� ����0 �����E� �$��� �6$ �
� ���8�
$ �� XB� �\�� ��� =��5 �(/[��� ���� �\��  �  	E��$  /��� ��X% M��� |�
� ���8� ����Z6�
���� �#$� s�� ����� <� "��!�� ���� ���L�� 3�
� ���8� �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[���

��
� &��: �
�� ��< ?��	� t��'� �� 3������  O��� �X% ���Z�

�
�� �	��5�h� �	���-6� 7�  #��] �� 2�$�V$�� ��X% ���(� $ ;�9� �����E� ���� df
O(log k) @� �< �� � ��1 ��$�$  XB � � � $ �
� O(k) @: ���C�  T ��>  ! � ��$:��

3��#�� a<����

���B � �� ��<�  �  #��] � � 2�$�V$��  /�� � ��X% �� � ( � $ �� �8 �hxy ���� �E� ��� � di
@: <�� � ����  T��>  ! ���!��  O��� �	��5�h(�+ ε) ������1 �	���-6� 7� ε > � ���I
3��#�� a<���� O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< �� ���1 ��$�$  XB� �� $ �
� O(k� + k√
ε
)

7� ε > � ��� I ��� B � �� ��<�  �  #��]  /�� � ��X% �� � ( � $ &��Z 6� � �E � 7� ��� � dj
O(k� + k√

ε
) @: <��� ����  T��>  ! ���!��  O��� �	��5�h(�

√
� + ε) ������1 �	���-6�

3��#�� a<���� O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< �� ���1 ��$�$  XB� �� $ �
�

�X%&��� �\�� 7� ��5 ��� =��5 �(/[��� �� $ �� XB� �\�� 7� ��� =��5 �(/[��� ���� dk
��� B � � � ��<�  � � \� �  �  	E ��$  /�� � ��X% �� � ( � $  �� ��( /[� �� �� � � ��� ��
@: <�� � ����  T��>  ! ���!��  O��� �	��5�h(�+ ε) ������1 �	���-6� 7� ε > � ���I
3��#�� a<���� O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< �� ���1 ��$�$  XB� �� $ �
� O(k� + k√
ε
)

 XB� �k �� ������1 �	���-6� W�� 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� ����  ! ������ @��� dl
��E� �� ���� Opt(k)  � ��E� d���I ���B� 7� <� �	8��!e �$�9� �	��5� F��[ $ �����

3�#�� Ω(n/k) @: ���C�  T��>  8��� �-� ����� ��1$ &��Z6�
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 9Y� �� p	, p�, . . . c�B� <� �<�
&��
hl 7� ����4-� ���� ����0 �	���-6� 7� )UZ� ��� ��
�� �	���-6� ��� �	��5� F��[  ! ������ @��� 3���!��  O��� ���#�� &��� ������1 P���  �  !
���8� ��< R��(� V�
� �� �<�
&��
 �� &�# &��Y	
� ��X% M��� ��
� F
��� c�# $� �	#��
� ��#�� &�� Y 	 
� � 	 ���- 6� ��  ! � �� �� �@� � � ��X% � ��Z �  � 
�9 � ��� � �� �$� $ �#� �
�� err ��X% M��� $ pipj ��@��� ���� ��  �$� ��� ^
�� &�# �
�9� ��X% 3�#��  	#�� ��1$
<� �6�> ?�� ���� c�# $� ���  ! ������ @��� ��(� ���UZ� �� 3������ @��� err∗(pipj)

3�
� &��Y	
� =��5 �4�: ���� �	���-6� ���  '�	� �� $ �
� ���5�� �X% ���(� $ ��E� ~] $<
a<���� �� p	, p�, . . . , pn c�B � � �  ! �� �! ��� 3�
� &��
 D��! �T� ���� �	 ���-6�
 ! � � � !�� ��� �� �L�� 3�
� &��: �
� � �<�
&��
 Q = q	, q�, . . . , ql, ql+� $ � ��&��!
7 � $ � �� � � �� 8 � �<� 
&�� 
 �� � � ��� �� � �� c� B �  � � MX B � � �� <� = � 5 � � �� �< n > l + �

@: ��  ! ���� ��1$ T ���6$� R� 7� �	���-6� ��� �� 3��#��  	#�� �Y� ��X% �� �<�
&��
hl

&�#  �
�9� ��X% �� ����� qi V�� �� ���6$� $ ���#�� ����4-� � ≤ i ≤ l ��<�  � qi V�O�
)�- �� P�� �0  � 3�
� err∗(qi−�qi+�) ��( � qi−�qi+� � �@� � � ��� � �X% ���Z�  �$� ^
��
3��:�� ��1�� �<�
&��
 <� qi V�� 2,> <�  ! �
� ���X% d<� ����Z�e �� ����� qi V�� ���6$�

3��#�� a<���� ��< P��C� pn+� ��(� V�� *�>

P(n + �) ��� � �<�
&��
h(l + �) 7� @:  '� 	 � ��  ! � �� ���� pn+� � � � ��� � �� ql+� df
3��:�� �
��

3��#�� ~�� T �� err∗(qlql+�) ���6$� �� ql+� $ ��#��  �
�9� qlql+� ��@��� ��X% di

3��#�� 2,> �<�
&��
 <� �� $ T <� ���� �� ���6$� ���	�!  ! ps V�� dj

�<�
"�-�4� T ���1 ����B� ��� V�
��� $  �
�9� ���'� qs+� $ qs−� V�O� ������6$� dk
3��#��

��6�� P(n + �) ���� �<�
&��
hl 7� pn+� a<���� <� u� �	���-6� ���  ! �
� �4���
3���!�� =�/9� �� @: $  �
�9� �� �	���-6� ��� �	��5� F��[  ���� �� 3��!��

P(n) ��E� ���� 3i ≤ l ≤ m ≤ j &�� �� ������ ���� �� plpm ��@��� pipj ��@��� �������
$ pipj ��@��� $� �� ��<�  �  8���X� �#��  	#�� ��1$ c ���I ��� �
� ���8� err ��X% M���

���#��  	#�� )������ �� �� �� plpm ��@��� pipj  ! plpm

err(plpm) ≤ c.err(pipj)3
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@: <� ��@��� �� ��X% ��� �
� ���8�hc ��E� 7� ���� �X% M��� 7� )�-�� �����0  �
3�#��� ����������� ��@:  ! ������@��� ��X% ����� c <� �	��� ��E�

��@��� �� ��<�  � &���� ������� ��,�F��B�he ��E� 7� ���� �� err ��X% M��� )���L��
���#��  	#�� ��#��  �
�9� �X% ���Z�  �$� ^
�� @: ��X% s�� �	���-6� ��  ! pipj

err(pipj) ≤ err∗(pipj) ≤ e.err(pipj)3

�� 3� � � !  � 
�9 � e F�� B � F ��[ � � �� pipj � �@� � � ��X% � � ��� 	 � )�- �� P�� � 0  �
3������� �����Z�he �� �X% ���Z�  �$� ��� )P������

& �� �"L�dc !��& ���� �&� �� F�� 	
����� �� !
@���L� ��.6 -��� ��"$ e�@ E IK ��74
�� ��= ! �� �������� 	 
 ���� � W��G 3��� 1��� ���& )< �� � �93�J>�de ! �&� 2�
2� )���� [��"� Q ����[��";� ��� ���0 ���� )��� 1�� �
����dce �Opt(k) !� ���0 l = �k

3�J>� !�&� �����
6����� ����[��";� ��� ���0 ���� )��� �&f*� O(log k) �� ���� ���� :�
O(k) �� ���� 	
����� 3� �@�B� !?@�4 �Q ���;�0 ��� ���0 ���� !?@�4 �� �&fI 1�� �.6

1�� �.6 3�J>� !�&� ���0 ���� !?@�4 �&f*�

&��: �
�� �<�
&��
h�k )Q(n) ���! ��� $ ����-� �T� �� �� n ≥ � &��Z6� ���B� EG��H�
@: �����@��� ��X%  ����� �� ����� Q(n) ��X%  ! �'�: <� 3�
� P(n) ���� �	���-6�� ��� ^
��
err(σ) ≤ c.e.err(QOpt(k)(n))  X��� Q(n) <� σ ��@��� �� ��<�  � ���� @��� �
� ���! )�
�

3�
� ���5��
3�
� &�# ���\ �<�
&��
 �� )m ≤ n ���� )pm  XB� a<���� "�-�� σ ��@��� ���! ���
���! ��� )P��C��� ��_ �� 3�
� ���5�� �T� ����  X��� $ err(σ) = � &�-�: m ≤ �k + � ���
V�� )pm = q�k+� @� � 
� � � 3�
� P(m − �) �<� 
&�� 
h�k Q(m − �) = 〈q	, . . . , q�k+�〉
<� �8� =5��>  ! ����� @��� �#���# &��
 *s�	
� 7� 3��#��  ��[� T  � q�k+� = pm−�
���� )������ @��� σ′ � � ��@:  ! )� ≤ t ≤ �k + � ��<�  � )Q(m − �) <� qt−�qt+� �����@���
MXB� ��� ��  !���  �  1�� �� 3��#  	��� �� �� QOpt(k)(n) ��@��� k + � �r!��> <� �8� ^
��
<� @: ���� &�# &�< ���Z� ��X% )�
� T �����@��� @��� �� ���6$� ���	�! ����� σ ��@���

)�������� 3�
� ��7��! σ′ ���� &�# &�< ���Z� ��X%

err(QOpt(k)(n)) ≥ �

c err(σ′) ≥ �

c·eerr∗(σ′)

≥ �

c·eerr∗(σ) ≥ �

c·eerr(σ).

 ��4� �	���-6�  ! Opt(k)  � ��E� &�#  O��� �	���-6�  ! �������  '�	� s��  X��� <�
)�X% ���Z�  �$� <��� ����  T��> $ @��< �� &$D0 3�
� �	��5�hce )�
� V�� k �� �<�
&��
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@: �<�
"�-�4� ���� @��< O(log k) $ ���6$� R� ����4-� ����  T��> O(k) �	���-6� ��� ��
� 3�
� <��� ���1 V�� 7� a<���� ��

V� �4 �� �
]�J ��5! ��	7� 9LB

$ ���8� �T� ���� ��E� �$� �� �X% M���  ! �	6�> ���� ^B� &�#  O��� �	���-6� )�#  	Y�  L����
��X% ���(� ���� �� ����J�$ ���  ! ������ @��� UZ� ��� �� 3�
� F
��� �#�� ��,�F��B�
��� �
� ;�9� ��E� 7� 3�
� ���5�� ���8�hxy $ ;�9� �����E� �$� �� 2�$�V$��  /���
&���� �
� ���8�hxy ��E� 7� 3��: ��1�� ;�9� �(/[��� 7� @: @���� $ t$�# ^B� *�C�� ��
��E� t�� $� ��� ��  ! �
� �!v  � "<s 3��! MX5 �� @:  XB� 7� �� ^B� ����0 �� �B�� ^% ��
?��	� )�������� 3�
� ����� P(i, j) ��E� $ pipj��@��� �� ���  #��]  /��� $ 2�$�V$��  /���
 /��� ��X% ���(� ���� ���#�� @��� UZ� ���  ���� ��  ! ��E� t�� $� ��� ���� &��: �
��
��  !  #��]  /��� ��X% ���(�  � c���� ?�� 	 �  � ��E� ?�� 	 � ��� 3�� �!�� }�� � �  #��]

3������5 ���#�� @��� ����0 �����E� ���� ��� UZ�
 /��� ��X% M��� V�
� �� �� ����E� R/	Z� ��� ��� @��� ���8�  � c���� ?��	� ��< �6

3��!�� @��� 2�$�V$��

������� �&� �� & �"L�d�g� � ������� �&� ��2�$�V$�� !�G�@ ��.6 -��� E JI OA
��.6 -��� )< �� !� !$ ���0 ���& c ���P ��/� O�� �)<���&fI 1�� �"L�d� ��"L�dxy

1�=�� �"L�dc ���JI ���� 2� !Z�
0 �� & �"L�dx���� 2� �&� ��2�$�V$�� !�G�@

;�9� �����E� �$� �� 2�$�V$��  /��� ��X% M���  ! ��� @��� @����� ����
 � EG��H�
���E� &�#&��� c ���B� �� ����  ! ��� @��� @����� &��
 *�r� 7� �� ���L�� 3�
� ���8�h�
��� <�  ���� 7� 3�#�� � �� �8�hc 2�$�V$��  /��� ��X% M�� � ��� �  ! ���� ��1$ ���8�hx

$ ��  � 7��� ���E� @: "�
 $ *$� V�O�  ! �
� V�� ��4� �� ���-�< ��E� 7� )����E�
3����� ���5 �� 7��� �� "��4� $ "$� V�O�

$� plpm$ pipj ���! ��� 3����-� �T��� �� P = 〈p�, p�, . . . , pn〉 ����8�hxy ��E� *�>
��E� �$� �� XB� ps $ ������ ���� �� plpm ��@��� pipj ��@���  ! ��	E� ��E� ��� <� ��@���
)Cl ���&���� 3�
� errH(plpm) ��(� plpm ��@��� ��X% �� ����� d(ps, plpm)  ! �
� P(l, m)

@�� � 	�� =8# ��  ! �� ps $ pm )pl !��  � F� �� �  � $ errH(pipj) t�(#  � �� Cs $ Cm

� � � ��� � � r!��> ps $ pm )pl c�B � <� pipj �� �� � �  /���  ! �'�: <� 3����-� �T� �� ���&�# &���
F����  � p′s $ p′m )p′l ���! ��� 3��! MX5 �� &����  
 ��� ���� ��@��� ��� )�
� errH(plpm)

@$�� F����  � p′s $ p′m )p′l  ! �
� �[�$ 3�#�� pipj ��@��� �$� �� ps $ pm )pl c�B� �#�-�
��� p′s )�
� ���8�hxy ��E� 7� P(i, j)  8���  �  1�� �� 3������� ���5 Cs $ Cm )Cl ���&����
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pjpm

ps

pl

pi

3�
� ���8�h� )���8�hxy ��E� �� ���� 2�$�V$��  /��� ��X% M��� �fho =8#

���#��  '�	� ��<  X��� @: <�  ! ������ ���5 p′m $ p′l

d(p′s, plpm) ≤ max(d(p′l, pl), d(p′m, pm)) ≤ errH(pipj).

)��������

errH(plpm) = errH(ps, plpm)
≤ d(ps, p

′
s) + d(p′s, plpm)

≤ �errH(pipj).

F��[ ����� @���  ! �#�� V��� Cs $ Cm )Cl ���&���� �� �
� �8�� pipj ��@���
� 3�
� � 	E� $ �8�� ���B� ���	�! i �����8�
���UZ� ��  ! �
� ���8�hxy $ ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$�  �4� )��(� "�5
���(� V�
��� ����0 �����E� �<�
&��
 ���� �� �Y��  '�	� 7� ���L�� 3��#��  O��� ��(�
��� ���� �����	���-6� ���� ��1$ "�0 &����@���  ! ���!��  O��� ���I  T��> �� $ 2�$�V$��

3�
� ������1 �6�> �� �<�
&��
  6�E� <� �6�>

Z�2�  �3��>�  ��! �EL :�@'� ��#� 9-=-Y

P(i, j)��E� $ pipj ��� �>�E� ����B� ����4-� ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$� &���
$�  L�� �� 3�#� � �>�E� ��� &� ��� @��� area(i, j) �� �! ��� 3�
� pipj � �@� � � �� ��� �
�$� <� �� errH(pipj <� ����B� �������� )��#��  1�� og �r!��> � pj−�pjpi $ � pi+�pipj  �$�<
$ pipj ��� �>�E�  ����� �#�� d �� ����� dH(pipj ,P(i, j)) ��� 3���$: �
�� |pipj| $ area(i, j)

�� �r/r�  � c���� �>�E� ���  ���! $ �
� d t�Y��� $ pipj &�0�5 �� �/�X	E�  � c���� P(i, j)

Tight�
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pi

pj

3���#�� ����4-� ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$� ^
��  ! �����>�E� �iho =8#

)�������� 3�
� d t�Y��� $ pipj &�0�5

dH(pipj,P(i, j)) ≤ � · area(i, j)/|pipj | ≤ � · dH(pipj,P(i, j)),

errH(pipj) ���� �����Z�h�  �$� 7� @���0  � ������� �area(i, j)/|pipj | ) '�	� �� $
=��5 ��#��  1�� og <� �	��� � pj−�pjpi �� � pi+�pipj  ! �	6�> ���� a$� ��� 3��# &��Y	
�

3���!�� =�0 ��< P��C� =8�� ��� M�� ���� 3�E�� &��Y	
�
S��X� �� P(i, j) ��E� )�
� &�# &��Y	
� ������1 �<�
&��
 ��  ! pipj ��@��� �� ����
 ! ������ "�'�� P(i, j) <� �
�O� �� �� ��EB� ��� 3���!�� ��EB� UZ� l �r!��>  � ��� =8#
�� V�� 7� <� U�� Dr�  L���� 3��#��  	#�� y �� x ��9� ��	
�� �� ���B� ���	�! �� ���	���
����  ! ���0D+� 3��#�� "�'�� �4�: V�� ��6$� �$� �� ��EB� )�#��  	#�� ��1$ x ���B� ���	�!
���UZ� ��� <� 7� �� ��� �>�E� $ ��EB� c�B� ��� =��# ��#�� ����4-� pipj ��@��� ��
^B� )�#��� ���EB� c�B� ���� =��# P(i, j)  L���� 3�
� @: �� �\��	� plpm ��@��� $ P(l, m)

3��#�� ����4-� area(i, j)

P(l, m) P�(X5  �� �$� dH(pipj ,P(l, m)) ����B�  ����� �� ����� dH(pipj,P(i, j)) ���B�
�
� ���! dH(pipj ,P(i, j))  �
�9� ���� ������� � 3�
� &�#  	E8# �4�:  � P(i, j)  ! �
�
� pj−�pjpi $ � pi+�pipj ��� �$�< @�� 3��#  �
�9� P�(X5 ��� ���� dH(pipj,P(l, m)) ���B�

���B� <� dH(pipj ,P(l, m)) F��B� ���� �������� )��	E�  1�� og �r!��>

(� · area(l, m)/|plpm|) + dH(pipj , plpm).

3���! &��Y	
�
�������� 3�
� errH(pipj) ���� �����Z�h� 7� s��  �$�  ! ���! �� �0��

dH(pipj,P(l, m)) ≤ dH(plpm,P(l, m)) + dH(pipj , plpm)
≤ �·area(l,m)

|plpm| + dH(pipj , plpm).
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)�-�� 2�+ <�

� · dH(pipj ,P(l, m)) ≥ � · max(dH(plpm,P(l, m)),
dH(pipj, plpm))

≥ �·area(l,m)
|plpm| + dH(pipj, plpm).

��� � j F �� [ � � � � � Z � 7 � �area(l, m)/|plpm|) + dH(pipj , plpm) � �� � �� � �
3�
� dH(pipj,P(l, m))

�� P�0D+� ��� �<�
&��
 ���`� $ ���1 c�B� @��
� ��  ��-�  ! ���� @��� ���� *�>
)�� � !  �
�9� �� err∗H(qlql+�) �����%��  ! �	 ���- 6� "$�  />�� �� 3� � � !�� �<�
"�-�4 �
��E� �� �6��	�  XB� $� �� ql+�$ ql+� V�O� $ �
� ��1�� qlql+� ��@���  � c���� P�0D+�
3� � � ! ;�E> O(�) �� qlql+� ��� � �� �T � ���� P�0D+� � � ��� ��� ���� �� � � 3� � 	E� P  � 6$�
�<�
"�-�4� $  �
�9� �� �	���-6� "��4�  />�� �� <��� ���� P�0D+� �������� ) ���� P��C�

3���!�� ;��	1� @: &��
 P��O1 @��� <�  ! ���!

���& g� � ������� ���2�$�V$�� !�G�@ ��.6 -��� ��� �93�J>�dc !�&� 2� E JJ OA
1�� O(�) ���� !./0 �� ��� )< ����[��";� )��� & O(k) )< �@�B� !?@�4 !$ ���

!�G�@ ��.6 ���*� & g� � ������� �� � ���� ��� �������� 	
 ����� 2� E IL ��74
� ��&�& X�/ 0 � �� � ��� 2� ��0� � � :� �k ���;� 0 � � !$ ��� ���&  #��] � � 2�$�V$��
	
����� 3� ���0 ���� !?@�4 1�� c �
���� D��+ ��� Opt(k) !� ���0 & �"$�� ��������

1��=�� 7���( O(log k) )��� �� ���� !./0 �� & �� O(k)

�����-xy  �3��>�  ��! �EL :�@'� ��#� ;-=-Y

7� ��0 3���!�� &��Y	
� c�B� ���0 "�4Y� <� ���8�hxy �����E� �� errH ���Z� ����
 ��  ! �
� −→d ���	�� �� �<��� ^% $� ���  /��� ���	�! �� ����� −→d �41 �� c�B�  0��'�
�'�: <� 3�
� −−→pipj �41 �� P(i, j) c�B� ��0 w(i, j) ���! ��� 3������� ���5 �4�: ��� c�B�
@: tD[�  ! ������ ���5 �/�X	E� @$�� =��! ��X� u� )�
� ���8�hxy ��E� 7� P(i, j)  !

)�������� 3��	E� pj $ pi c�B� @: �X5 7� V�O� $ y $ x �����9� �<���
w(i, j)
�

≤ errH(pipj) ≤ w(i, j).

Width�
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3��! &��Y	
� errH(pipj) ���� i F��B� F��[ �� ���Z� 7� @���0  � @����� �� w(i, j) ) '�	� ��
 ! ���&���  O���  	E�  0��'� ����4-� ���� ������1 �	���-6� 7� xpy Yu $ Agarwal

O( �√
ε
) &<���� ��  	E�hε 7� �4�: )��!��� ���� 3���� �����! &��Z6� �41 �� �� ��0 ���Z� ����

a<���� O(log �

ε ) ���8#�
 @��< �� ���1  XB� �� $ ���!�� ����4-� ��$�$ �����1 c�B� <�
;�9� a�� �$� <� �����! P��C� @����� �� &��Z6� �41 7� �� c�B� ��0 u.
 3��#��
=��5 ximy Jacob $ Brodal ^
�� &�#  O��� ����� ��	%�
&��� <� &��Y	
� ��  ! ) 	E� c�B�  0��'�
��	���-6 �<�
"�-�4� @��< $ �X%  T��> ����� ��%� ��	%�
&��� 3��!  �
�9� )�
� ����4-�
c�B� �������� )�������� 3���� �� &��Z6� �41 7� �� ���4	�� c�B� �	��� @�8�� ���L�� 3�
�
���Z� 3���!  �
�9� O(log �

ε ) @��< �� )�
� c�B�  0��'� ��0 &���! ���(�  ! )�� 
���4	��
3��$:�� ����� �+ ε F��B� F��[ ��  �$� 7�  	E�  0��'� <� &��Y	
� �� ��0

������� �&� �� 2�$�V$�� !�G�@ ��.6 -��� ��� �93�J>�d(�+ ε) !�&� 2� E JK OA
)� �� �� � � �� � :� � � & �� O(k� + k√

ε
) )< � @�B � ! ? @� 4 ! $ ��� �� �& � " L �-xy

1�"$�� 7���( O(k log �

ε ) �"L=��

����  ! �� qs V�� �� ���� <��� qi−�qi+� �����@��� ��X% ����B� ���B�  � ^B� �� �	���-6� EG��H�
�8��  ! ������@���  �� ���� ��  	E�  0��'� ���� �6$ 3��! ���(� )��# 2,> �<�
&��
 <�
��� 3��� ���Z� �� �� �4�: ��X% ����	� �� ��! ����4-� ���# ���\ �<�
&��
 �� &���: �� �
�
"<s )�������� 3� ≤ i < j − � < �k + �  ! �
� qiqj �����@���  �� =��#����@���  0��'�

3���! ����4-� �� ��@��� O(k�) ���� &�# &�< ���Z� ��X%  ! �
�
�� P(i, n + �) c�B�  � c����  	E�  0��'� ���� qipn+� ��@��� O(k) ���� )@:��&$D0
qiq�k+� �����@���  � c���� ��X% �����	� q�k+� = pn+� ���1 V�� ������ �� �� ���! ����4-�
 � pn+� V�� @�$ �� � � �� qipn+� � �@� � �  	E�  0��'� 3� � � � � ��Z� �� � ≤ i ≤ �k ��� �

3��<�
�� Yu $ Agarwal �	���-6� S��X� qiq�k+� ��@���  � c����  	E�  0��'�
��� �  T ��> O(k�) $  	E�  0��'� O(k) ����4- � ��� �  T ��> O( k√

ε
) t��'� ��

 XB� 7� @��
� "�-�� �<�
"�-�4� @��< 3�
� <��� ���� &�B6�� ��@��� O(k�) ��X% ����4-�
��8#�
 @��< �� ���1  XB� 3�
� ��1��  	E�  0��'� O(k) �� ~�� O(k) =��# ���1
@��< �� &�B 6� � ���� �@� � � ��� <� 7� �� ��X% $  ��[� �� 	E�  0��'� ���  � O(k log �

ε )

����� ���1  XB� �� ���� �X% �����Z� ��� a<���� @��< )�������� 3��#��  �
�9� O(log �

ε )

� 3�
� O(k� + k√
ε
) @: <��� ����  X��> =! $ O(k log �

ε ) �� �
�

Amortized Time�
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pm
pm+�

 /�� � ��X% �� � ( � ��� � �X% ���Z �  �$� ��1$ "�0 U��� � ��� �  �� �  Y 6� � �jho =8#
3�/! �6�> �� 2�$�V$��

!�G�@ ��.6 ���*� & �"L�dxy ������� ��� ������� �������� 	
����� 2� E IM ��74
�������� � X�/0 � ������ 2� ��0��� :� �k ���;�0 �� !$ ��� ���&  #��] �� 2�$�V$��
���� 	
����� 3� ���0 ���� !?@�4 1�� (�+ ε) �
���� D��+ ��� Opt(k) !� ���0 & �"$��

1��=�� 7���( O(k log �

ε ) �"L=�� )��� �� ���� !./0 �� & �� O(k� + k√
ε
)

	��@)  �3��>�  ��! Q�#�[#�3 �%���  �EL ����� <-=-Y

�	 ���- 6� 7� @�� ��� � 2�$�V$��  /��� ��X% M�� � ��� �  ! ���� �� @��� UZ� ��� ��
Opt(k)  � ��E� @: �	��5� F��[  8���X� ���  O��� ����� V�� �k <� �	�! �� ������1 �<�
&��

���8�hy ��E� 7� ���� F/X� ��� M5�$ �� 3�#�� O(n

k ) @: ���C�  T��>  8��� �-� )�#�� �$�9�
3�
� �
�� ��

���� ��� � ��������d(�k −�) 2� !$ �� ������� 	
����� 2� A ��"$ e�@ E IN ��74
���6h � ��&�& ������ � !./0 m − � �0���� �H$�4 & �"$�� !��� � P(n) ���JI i.��
p	, p�, . . . , pn ��"L�dy ���� 2� km + � ≤ n & � < c �� ��� 1�k + � ≤ m ≤ n

k !$ �"$
!$ ��� ���&

errH(QA(�k−�)(n)) > c · errH(QOpt(k)(n)).

��
� ��< �����J�$ �����  ! �
� &�# &��� @��� ��� =8# �� ��E� ��� �� ���  Y6�� EG��H�

3��	E� �	
�� �� p	, p�, . . . , pm−� c�B� dR6�

3�
� ���5�� |pipi+�| > c · dH(pm−�, pipm+�)  X��� )� ≤ i ≤ m − � ��<�  � d;

3�
� ���5�� dH(pm−�, pi−�pm+�) > c ·dH(pm−�, pipm+�)  X��� )� ≤ i ≤ m−� ���� dQ

�T� �� �� @: �$� pm−�  XB� $ l �B�� ^% s�� ��� ��J�$ �� ��E� 7� @��$: �
�� ����
��� 5 @: �
�� ��
 �� $ pm−� <� �$� �� �E �  /�� � �� $ l � �< �� �� pm+�  XB � 3� �� � ���
&��Z 6�  � ��0 7� ε ≥ �  ! �#� � (c + ε)m−� <� � 	�� � l <� pm+�  /���  8���X � ������
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�� ��-� pm−� �� ��
 �� $ l �$� �� � ≤ i ≤ m − � ��<�  � pi c�B � *�> 3�
� 7��!
 �  1�� �� 3�#�� V��� (c + ε)m−i−� t�(# $ pm−� !��  � ��&���� �� pipm+�  ! ������ ���5

3���� ��1$ &����� pi  XB� )dH(pm+�, l) > (c + ε)  8���
&��%v ������� ��  XB� m − � �r!��>  ! ����-� �T� �� �� A �<�
&��
 �	���-6� *�>
c� B � <� �8 �  ' � 	 � �� $ � � ! ����4- � ��  X B � m � ��� ��� � A )pm−�  XB � @� �
� � � 3� � !
 � pi ���! ��� 3��# &��%v pm−�  XB� @: ��'� $ H�� A �	���-6�  T��> <� ��� � ��� =��5
� �< pm ��( � ��$�$  X B � � � � ! �� � )*�> 3��#�� 2,> )� ≤ i ≤ m − � )i �%� � ��<�
�� ���� QA(�)(m) �� pm−� ;�Z 	 �� � � )� ' � �� � � 3d|pipm| ≈ �e ���� ��� 5 @:  � &� � � E � $ pi

3errH(QA(�)(m)) = errH(QOpt(�)(m)) = �

s�� &�#  	%�
 ��E� �� @: �� �\��	� =9� ��  ! ����-� �T� �� �� pm+� ��(�  XB� *�>
u� )�E�� �
�	
� =��5 �-�� $ �
� &�# 2,> pi  XB� A �	���-6� ��  ! �'�: <� 3���� ���5

3i �= j  ! �
� p	, pj, pm+� P��C� QA(�)(m + �)

����� ��1$ j ���� �6�>  


������ dQe ��J�$ V�
� �� �� ≤ j < i df

errH(QA(�)(m + �)) = dH(pm−�, pjpm+�)
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

������ d;e ��J�$ V�
� �� �i < j ≤ m − � di

errH(QA(�)(m + �)) ≥ dH(pm, pjpm+�) ∼= |pipj|
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

������ dR6�e ��J�$ V�
� �� �j = m dj

errH(QA(�)(m + �)) = dH(pm−�, p	pm) ∼= |pipm−�|
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

$ pm−�  XB� $� =5��> ���� )�#�� �$�9� A �	���-6� �	��5� F��[  !��� ���� )��������
3��#�� �<�
&��
h� 7�  � �'��  ! ��#��  	#�� ��1$ A �<�
&��
 �� pm

 Y6�� $� �� ����  ! ���� ���5 ���
 ��� �� ��-� �� ��E� t�� ��� <�  Y6�� k ��������
t�� ��� 3����-� ���5 *$�  Y6�� ���4	��  XB� $� �$� �� "$�  Y6�� ����	��  XB� $� )�� �
 ���
$ *$� c�B� �� &$D0  ! ��� @��� @����� ����
 � 3�
� &�# &��� @��� ��� =8# �� ��	%�
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p	 pm−�
pm

p�m−�
pkm−�
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3��#��� �<�
&��
 �$�9� �	��5� F��[ ��  ! ��E� 7� �kho =8#

F��[ �� ��! ����4-� �� �� Y6�� ��� <� 7� �� <�  XB� $� =5��> ���� A �	���-6� )��E� ��� �%:
) '�	� �� 3�#�� �$�9� @: �	��5�

errH(QA(�k−�)) > c · errH(QOpt(k)(n)).

�

�E�Ĵ �
]�J ��5! ��	7� ;LB

�$� ��  #��]  /��� ��X% ���(� ���� )&�#  O��� ����0 �	���-6�  ! ������ @��� UZ� ��� ��
 ! �
� �X% ���(� ��� @��� ���8� P��I�  6�E� ��	EZ� 3�
� �	��5�hO(�) )&��Z6� ��E� ��

3�
� &�# P��I� xly �����
 $ Agarwal ^
��

1xly�� �"L�d� ���>�� ���� �� ���  #��] !�G�@ ��.6 ��*�� E JL OA

����@��� ��X% ��$:�� ���� �� �$� ���� )�X% ���(� ��� @��� ���8� @�# {Z�� <� u�
� 	 ���� � 3� � � !�� &�� Y 	
� errF (pipj) @�< ���Z� ��� � � 	 ���� � $� <� �� ! ��� ��� � 3� � � !  O���
 /��� ��X% ���Z� ��� � �� D�5  ! �
� pipj ��	
�� �� P(i, j) c�B � ��0 )w(i, j) )*$�
��E� ���	��� *�+ "$� �	����� 3����! &��Y	
� @: <� ���8�hxy �����E� �$� �� 2�$�V$��
��� )q9� ��/! U��! @$�� 3��#�� R��(� ��< P���  �  ! �
� pipj ��	
�� �� �	����
� � pm $ pl  XB � $� ��� � 3���� ��� 5 pi �
�� ��
 �� pj $ �B �� ^% 7� �$� � � pipj �� � !
&� � �� �
� P(i, j) �$� � � �	��� � � �E� 7� P(l, m) � �E� )l < m  ! P(i, j) � �E� �$�
7� −−→pipj �41  � ��E� P(l, m) )�-�� �����0  � 3�
� p  XB� x  Y6�� (p)x  ! (pm)x < (pl)x

 � 3��#��  	���� FB0  � −−→pipj �41  � ��E� pm  � pl <� �!�> "�-�� ��� �
� �	���� ��E�
3�
� �	���� ��E� 7� ��� =8# �� P(l, m) )*�r� @���0

�� plpm �#�-�  � c���� ^%&��� *�+ �� ����� P(i, j) �$� �� P(l, m) �	���� ��E� *�+
(pl)x − (pm)x �� ����� @: ���B� �#�� �B�� pipj ���  ! ��#�� R��(� pj $ pi <� @��,� ^% �$�

3������ @��� b(i, j) �� �� P(i, j) �$� �	���� �����E� *�+  ����� 3�
�
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pjpi

b(i, j)

pm

3 #��]  /��� $ �	���� �����E� ���  X��� �lho =8#
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max(
w(i, j)
�

,
b(i, j)
�

) ≤ errF (pipj) ≤ �
√
�max(

w(i, j)
�

,
b(i, j)
�

)

1	�0C� 3�J>�

�
�� ��
 �� pj $ �
� �B�� pipj ���!�� ��� )q9� ��/! U��! @$�� $ s�� ������ EG��H�
 ! �
� {Z�� 3���� ���5 pi

errF (pipj) ≥ errH(pipj) ≥
w(i, j)
�

.

�	��� � � �E� 3 b(i,j)
�

≤ errF (pipj) ���� @��� �
� ���! *$� ��E5 P�� I� ��� � ) '� 	 � ��
3�
� b(i, j) � � � ��� � @: *�+  ! ��� �- � �T � �� �� ��� =8# S��X� P(i, j) �$� � � P(l, m)

$ pi <� @��,� ^% �$� �� plpm �#�-� ^
$ �� $ pipj <� @��,� ^% �$� �� r  XB� ���! ���
((pl)x + (pm)x)/� �� ����� @: x  Y6�� $ ���� ���5 pipj <� @��,� ^% �$� �� r )��(� 3���� ���5 pj

���  #��]  /��� 3�#�� ����Z� ���5 pipj ^%&��� �$� �� ��$6 r  ! ��#��  	#��  1�� 3�
�
��:�� �
�� P(i, j) $ pipj �$� &���!��	����� ���M��� <�  ��4� ~$< 7� V�
��� P(i, j) $ pipj

�$� q <� =�5 p ���  8���X� ��!�� {Z�� �� pipj <� p  XB� 7� P(i, j) <� p  XB� �� ����  !
pl ��� 3����-� �T� �� �� pm $ pl ����B� *�> 3��� ����Z� pipj �$� q <� �(� p &�-�: ����� P(i, j)

�� �� �
�� ��
 �� pl ��� )�-�� 2�+ <� 3|plpl| ≥ b(i,j)
�

&�-�: �#��  	#�� ���5 r �� ��
 ��
�� <��  ! �#�� ����% ���5 r �$� �� �� �
�� ��
 �� �� pm &�-�: �#��  	#�� ���5 r �$�

) '�	� �� 3�
� ���5�� |pmpm| ≥ b(i,j)
�

 X���

max(
w(i, j)
�

,
b(i, j)
�

) ≤ errF (pipj),

3�����  '�	� �� �6 *$� ��E5  !
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S�+ 3errF (pipj) ≤
√
�max(w(i, j), b(i, j))  ! ���� @��� ���� )"$� ��E5 P��I� ����

7� ���� @: V�
���  ! ��#�� @��� z
 $ "�: �$�&���� FE>��  #��] ��X% ���(� )?��� R��(�
$ ��!�� �!�> P(i, j) �$� �� z
 $ pipj �$� �� "�:  ! ���! ���� �$�&���� ��� ���� �������<
�� �	8��! &����� �4�:  /��� $ ���!��� �!�> FB0  � &��W�� z
 $ "�: �$�&���� ��� ��

3�
�
√
�max(w(i, j), b(i, j)) �$�E�

pman �� �� "�: ��(5�� 3���! �>��+ ��< P��C� �������� �� ����J�$ ��� �� �$�&���� 7�
����0 ^% l ���! ��� 3pman = pdog = pi )��	 �� 3������ @��� pdog � � �� z
 ��(5�� $
P(i, j) ��E� ��  XB � ��� ��$� �� p )P(i, j) � � l ���%� � c�B �  �� @� � � <� 3�
� pi <� @��,�
)���4 ��� � �$�&�� � � �� 3� �� ���� pi � � � ��� � �� p )�#� � ���%� �  XB � �4 � � pi ��� 3� �� ����
7� q ���! ��� 3������ pi  XB � �$� "�: P�� ��� �� $ ��!�� �+ �� P(pi, p) ��E� z

 ! � ���� ��1$ )l < m )pm $ pl c�B � P��� ��� �� 3�
� P(pi, p) � �E� �$� &��Z 6�  XB �

) '�	� �� 3(pm)x ≤ (q)x $ (pl)x ≥ (pi)x

|(q)x − (pi)x| ≤ (pl)x − (pm)x ≤ b(i, j).

 X��� �!�> <�  />�� ��� *D% �� )�������� 3|(q)y − (pi)y| ≤ w(i, j)  ! �
� {Z�� )���L��
��
� ���5�� ��<

|pmanpdog| ≤
√
�max(w(i, j), b(i, j)).

3������ �!�> �
�� ��
  � �� l ;$��1 ^% �������  ���� F���� ���� �� �$�&����
����� �� pman )�
� ���5�� c�# ���  ! ����< �� 3��!�� MX5  XB� 7� �� �� P(pi, p) ��E� l )��	��
|pmanpdog| ≤ w(i, j)  X��� P�� ��� �� 3������ ���5 l ∩ P(p, pj) �� ����� �� pdog $ l ∩ pipj ��
c�B � �� �� P(pdog, pj) )c�B � �%�� �� �
� �8�� l ^% )�$�&�� � � ���  ���� � � 3�
� ��� 5� �
�����$� P(pdog, pj) ��E� ��  ! �� p ���%��  XB� )P�������� 3��! MX5 pdog <� �_ ��-��
"�:  ! �6�> �� )��! �+ �� P(pdog, p) ��E�  �� z
  ! ������ &<�1� $ ������� �T� �� �
�

3������ ���I ��% �/(� ��(5�� ��
<� UZ � � �� *D% ��  ! ��� @�� � @�� �� � )�!�> � �<� _: � 6�>  ��� � � 6s� 	
� � �

3�
� ���5�� |pmanpdog| ≤
√
�max(w(i, j), b(i, j))  X��� �� �$�&����

s�� ������ �� ��% ��E� �� z
 $ "�: $ ������ �!�> �
�� ��
  � �� l ^% ) ���� ��
�����E� z
 $ "�:  T96 ��� �� 3������  ���� �
��� pj  � l  ! ����< �� ��! ��� 3���!�� �+
 X ��� &����� ��� 4 �� � � �$�&�� � � � �� �� )� ��� �� � � 3� ��&� �
� pj �CB�  � $ &��� � � �� ��%
3��#��  '�	� �6 "$� ��E5 P��I� @: <�  ! �
� ���5�� |pmanpdog| ≤

√
�max(w(i, j), b(i, j))

�
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max(w(i, j), b(i, j)) ��� G � � � 4#� � ;� � errF (pipj) B�& U�% G 9 *�% ) -�� � 6 S �� X �
��!b��xy *��%�R� *�%) 2�$�V$�� �QK�; *�H� >�6Y9 �?��� �� �Q"X +Y) �� ���� ��& >�6Y9
� ?��� b(i, j) >�6Y 9 *�% ) ��3� -� ���� �� ��& > �6Y 9 �� w(i, j) B�� 9�� � ��=\ ��  ���� B�] �
>�6Y9 *�%) *���3 � 3 �%� U��%9  � �) �� :3� 3� >�� B��9�� ���=\ ��  ����� B�]� 3  �!���
*�H� ���G� -���) ������ ��P3 ��]C%) %�R� a�� %C� �� 4#� %�i �) @&A ���3. 4#�) errF (pipj)

*�%) ��!b��xy *��%�R� ���� �� 3 ����� %)�%) 2�$�V$�� �QK�; *�H� ���G� �)  #��] �QK�;
�4#� �QI; �O�R� &� �K�� 4O�L 2�$�V$�� �QK�; *�H� ���I�

*��%)B��� &� 2� %� *�H� ���G� j&� �!�6Y9k �� 4#� @&A ��� �?��� ���65  ����=O� ��
��]C%) %�R� >�%9l�c) 1�< 4#� @&A -��S!� >�6� �) � ���) ����� *��P *&�#���# �� �� qlql+�

�� �9��Q65 � �!� *&�#@�=!7) ��B. ���P _�� %� B��#� �)  �����) 3  ���) ����� �� P(ql, ql+�) ��
3 *&�#���# *�7��� �) ql+� = pn+� _�� B�3c;� J��� ������ @��� ���P _�� 2� :&��%, ��
'�5m<�  �!� *&�#@�=!7) �� ��%)B��� �6� b  �����) ��>�� *�%) �4#� *&�#���# &� qs _�� gnL

������� *���7=� %�&
�� �� ��]C%) %�R� >�%�C�c) 1�<  ������� EG; �� �� ��!�Z%; -UQH� B��) �C��# *�%)
�� %�& '�5m<� -*&�#���# &� pipj %)B��� %� *�%) '��K >�� �� � ���) ����� x ��$� 4"o� 47P

T  �!��� *���7=�

�P(i, j) %�R� *3� jx ��$� 4"o� 47P �) 4"R�k ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) -b(i, j) •

�P(i, j) %�R� *3� 8�G� x �MO�� �!�]�) -xmax(i, j) •

�P(i, j) %�R� *3� 8�G� x �MO�� �!�6� -xmin(i, j) •

�ql+� = pj 3 ql+� = pt -ql = pi � � ! � Z% ; 3 � �% � = ) % S � �� �� qlql+�% )B� � � 1� L
�H)�� &� -P(ql, ql+�) = P(i, j) %�R� *3� ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) �!I� -b(i, j) -'��(!����

T��.�� 4#�) %�&

b(i, j) = max(b(i, t), b(t, j), xmax(i, t) − xmin(t, j)).

%� *�%) �� A�) ���G� �# 4#� �;�� 3 ����� @��� �C��#�) ql+� _�� B�3c;� -���� ��
-�! �R� �QK� %�R� &� �O�� �� �HG� 3� ql+� 3 ql+� �� ��. &� � ��3. 4#�) ql+�ql+� % )B� ��
O(�) B��& �� �C��#�) c� � qs _�� gnL �4#� ��P�� �7��) '��() �7�. *�%) ���G� �# >��
%���G� *3� &� �� b(i, j) ���G� -A�) �H)�� N"< Tjqs+� = pj 3 qs−� = pi ��!�Z%;k ����� @���
c�� xmax(i, j) 3 xmin(i, j) %���G� �"#�$� � ��3.�� 4#�) xmin(s, j) 3 xmax(i, s) -b(i, s)

�4#� �7��)
� �!� *���7=� �� ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�)  ����9��  ����=O� *�%P� 1m� �� ->��%)�!)
47Pk 4)�^ 47P 2� �� EG; b(i, j) ��� ��� :3� �� T4��� ��P3 Z%; >�� A�) 1A��#� �� -���
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BA

D
C

−→
d

pm β
pm

pl

−→
d

q

p

r

β

β

pm β
pm

−−→pipj

−→
d

pl

q

β

pl

β
q

p

p

q

pl

p−−→pipj
−−→pipj

−→
d

−−→pipj

3 #��] ���(� ��X% ���Z�  �$� �	
�� U���� �mho =8#

%� *�%) �� ��]C%) %�R� 1�< �!�]�) ���) �� �� 4#� �O�L �� >�� ������ *���7=� jx ��$� 4"o�
3 4#� '3�M�� VQ�Y� *��%)B��� *�%) ��47P >�� � �!� *���7=� −−−→qiqi+� 47P �� qiqi+� %)B���
�� %=��b� &� B�Rb� �QK�; �) 3 ������ 47P �π

α ���I9 -Jb]� >�� JL *�%) ��!�R��hY]� 13� &�
�� �� A�) �� �����MC '�5m<� -pipj %)B��� %� *�%) 3  �%�C�� %S� �� α > �U#�!� ���G� *�&� �)

� �!��� *���7=� ������ *��47P >�� �6� ������
&� −−→pipj 47P �� 3 pipj % )B� � � *�% ) � �] C% ) *� �% �R � 1�< � ! � ] � ) ��� G � *�% ) -1� L
47P �4#� −→d 47P �� P(i, j) ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) ��  �!��� ���M�#� b−→

d
(pipj)

-�Q� 4O�L �� �4#� −−→pipj �) >�%�b��c� �%C45�# 47P �� �� 4#� ������ *��47P &� �b� −→d
���R) %���G� *�%) ��L -−−→pipj 47P �� b(i, j) &� �)�� U�%G9 4#� >b6� b−→

d
(pipj) &� ���M�#�

U#�!��� ���) l�c) b(i, j) �) 4"R� w(i, j) �� �9A�L *�%) EG; U�%G9 >�� ��� ����"� -α 2\��
&�!� errF (pipj) *�%) ��� �"#�$� U�%G9 -b(i, j) >�6Y9 B��) U#�!��� ��P3 �) ���� �� �� 4#�

�4#���� B��) %�&  O �� �O�R� >�� ������� �X�) U#�!�

P(i, j) ���� X�/0 ��� �
T9�� ���� N�V !"�T�� & e�I D���� !� b & w ��"$ e�@ E JN OA
�� P(i, j) �&� �
T9�� ������� N�V !"�T�� b∗ ��"$ e�@ �3�"YJ� 1�"
�� −−→pipj �;� ��
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��9�I�� D���� �� −−→pipj !� �0�0�$ ����;� )��� �� �;� 3���2��C0 −→d !$ �� −→d �;�
#	��� W��B"��� 1��

b∗ − tan(α) · w ≤ b ≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

P(l, m) �	���� ��E� ���! ��� 3b ≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w)  ! ������ @��� ��	 �� EG��H�
�� −→

d $ −−→pipj P�<���  � $ pm  XB� <� &�# ~��% ^%��� $� 3���� −−→pipj �41 �� �� *�+ ���	���
����7��� −→d  8���  �  1�� �� 3�
� ^%��� $� ��� ���  �$�< β ���! ��� 3����-� �T� ��
 � q $ p ���! ��� 3β ≤ α  ! �
� �[�$ )�
� ����0�
 F���� �� −−→pipj  � ��� ��! �41
V�
��� 3��	E� −→

d $ −−→pipj P�41 �� $ pm <� @��,� c�X% �$� �� pl ����0 ��$�C� F����
�� p  8��� V�
��� �� $ �#��  	#�� ���5 pipj �41 �� $ pm <� @��,� ^% ����� �� s�� ql  8���
��  ! ��:�� ��1�� R/	Z� �6�> ��4� )���� ���5 −→d �41 �� pm �� ��
 �� �
�� ��


3���&�# &��� @��� ��� =8#
��
� ��< P���  � Ps�> ��� <� 7� �� ���� �6 P��I�

dAe
b = |pmq| ≤ |pmp| + |pr| + |rq|

≤ |pmp| + |pmp| tan(β) + |plq| tan(β)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dBe
b = |pmq| ≤ |plq| tan(β)

≤ w tan(α)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dCe
b = |pmq| ≤ |pmpl|

≤ |pmp| + |ppl|
≤ |pmp| + |pmp| tan(β)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dDe
b = |pmq| ≤ |pmp|

≤ b∗

≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).
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� 3��#�� P��I�  ���� �6s�	
� �� �� b∗ − tan(α) · w ≤ b  X���
����B� ���B� w∗ ���! ��� 3��#�� R��(� ��< P��C� errF ���4� ��X% ���Z�  �$�
 ����� b∗ $ �
� Yu $ Agarwal ^
�� &�#  O��� �	���-6� S�+ −−→pipj �41 �� P(i, j) c�B� ��0
�� −−→pipj  � �����! �41 ����7��� −→d  ! �
� −→d �41 �� P(i, j) �	���� �����E� *�+
�������� �T� ��  #��]  /��� ��X% ����B� ���B� @���0  � �� ��< P���0 3�
� ����0�
 F����

err∗F (pipj) =
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗)).

3��! ���I @����� �� ��< �6 )�� $ �� ����6 ?��	� $ s�� F6�X� F�!�� ��

!� 1�� errF (pipj) ��� D��/�d(�
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α))) 2� err∗F (pipj) ��/� E JP OA

���]��� W���I

errF (pipj) ≤ err∗F (pipj) ≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · errF (pipj).

 8���  �  1�� �� 3��#�� −−→pipj �41 �� b(i, j) $ w(i, j) �� ����� F����  � b $ w ���! ��� EG��H�
)�� �6 S�+ 3�
� ���5�� w ≤ w∗ ≤ (�+ ε)w  X��� )�
�  	E�  0��'�  � c���� ��0 w∗

errF (pipj) ≤ �
√
� · max(w

�
, b
�
)

≤
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w))

≤
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗))

= err∗F (pipj).

)�-�� 2�+ <�

err∗F (pipj) =
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗))

≤
√
� · max((�+ ε)w, b + tan(α)w
+ tan(α) · (b + tan(α)w + (�+ ε)w)

≤
√
�(�+ ε) · max(w, b + b tan(α)

+ �w tan(α))
≤

√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · max(w, b)

≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · max(w

�
, b
�
)

≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · errF (pipj).

�

F��[ �� �� �$� ��(� )�T� ���� ���4�  '�	� )��#�� 7��! ���! &<����  � ε $ α  L����
3��:�� �
�� ) #��]  /��� ��X% ���(� ���� O(�) F��B�
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���� 2� � ��������d�k 2� ���;�0 & !��� � ��� ������� 	
����� 2� E IP ��74
D��+ ��� Opt(k) !"�;� 	
����� !� ���0 !$ ��� ���&  #��] !�G�@ ��.6 ���*� & ��>��
�� ��&�& !./0 �� & �� O(k� + k√

ε
) 	
����� 3� ��� 0 ���� !?@�4 1�� �

√
�+ ε �
����

1��=�� 7���( O(k log �

ε ) �"L=�� )���

�6�� �' ��*'� ���
]�J ��5! ��	7� <LB

3�#  O��� �X%&��� �� �� XB� �\�� 7� <� ��� =��5  �>�� <�� �<�
&��
 ���� ���(� $� )� =C� ��
�<�
&��
 )UZ� ��� �� 3����!  O��� �����(� ��� V�
� �� �<�
&��
 ���� �����	���-6� ���L��
=��5  �>�� <�� �$� c�B� �6�> ��� �� 3���!�� �
��� ������1 �6�> �� �� ��� =��5 �(/[���
���� �� &�# &��
 ��E� �����%��  XB� �� ������ �� $ ���#�� ������ ������1 P��C� ���

3���! �<�
&��
 ��� =��5  �>�� <�� <� UZ� ���
&��Y	
� =C� ��� �� &�#  O��� �<�
&��
 ����0 �	���-6� <� �����%�� )��T�� ��� ����
��� <� &��Y	
� ���� 3���� "�'�� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
� �� �� �<�
&��
 $ ���!
���8� ��� =��5  �>�� <�� �$� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ���� @��� ���� )�	���-6�

3���� ��1$ @: ��X% ���Z� ���� �� �$� $ �
�
���8� �	��I ���B� W�� ���� �\��  �  	E��$ �	>�E� ���(�  ! ���! ���I �������� ����
 �
�(/[��� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! �
� P��I� =��5 ����
 � ���L�� 3�E��
3�E�� ���8� �� d&��
 �(/[��� 7� �� M5�$ �\�� ���� �	>e �X%&��� �\�� 7� R�([ ��� =��5
�(/[��� <�� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ������ @��� UZ� ���  ���� �� �6$
���� ���� �$� $ �
� ���8� �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� �� $ �� XB� �\�� ��� =��5

3���!��  O��� �4�: ��X% ���Z�

 ��EO� �V�� ��� .!�/ 	�%B��6  ��1���  &�
���
 9-P-Y

�\�� 7� ��� =��5 �(/[��� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ������ @��� ��	��
3�
� ���8�h� �� XB�

�"*� �q �!./0 �E�0 ��� ���� �*�+�", ��� �E�0 !� !
��& �!�G�@ ��.6 ���*� E JQ OA
1�� �"L�d� �errdvis(pipj)

$ i ≤ l ≤ m ≤ j  ! � ���� ��� 5 �� ��- � V (q) �$� pm $ pl )pj )pi c�B � � � � ! ��� EG��H�
=9� F����  � p′′k $ p′k $ l ≤ k ≤ m  ! �
� P(l, m) �$� pk  XB� ��X% �� ����� errdvis(pipj)
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pl pm

p′k

pk

pi

p′′k

q

pk

p′k

p′′k
pl pm

pjpi

q

pi

p′′k

p′k

pk

pl pm

q

pk

p′′k

p′k

pi

pmpl

q

pk

p′k

p′′k

pl pm

pjpi

pj

pj

pj

q

pi pj

pl pm

pk

p′k

���8�h� �� XB� ��� =��5 �(/[��� �$� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� �nho =8#
3�
�

3�
� pipj $ plpm ���^%&��� $ qpk <� &���,� ^% M+�B�
 1�� �� 3���� ���5 �(/[��� ���  	E� �� q $ �
� ��&��	
 �(/[���7� V (q) )�������
MX5 �� pipj ^%&��� pkq $ pmq )plq ���^%&��� <� @��,� ���^% )V (q) �$� c�B� F����  �
��� � R/	Z� ��-��1 U# 3��!�� MX5  � � �� plpm ^%&�� � pkq <� @��,� ^% $ �� �!��
3���&�# &��� @��� ��� =8# ��  ! ���� ��1$ qpk <� @��,� ^% �$� p′′k $ p′k )pk c�B� ��(5��

������ �� ��< ^��$� �6�> U# ���  �� ����

errvis(pipj) ≥ max(errvis(pl, pipj), errvis(pm, pipj), errvis(pk, pipj)),
errvis(p′k, pipj) ≤ max(errvis(pl, pipj), errvis(pm, pipj)).

) '�	� ��
errvis(pipj) ≥ max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj))3

����� @��� �� ��<  X��� �9� ���� �6 P��I� ���� )��������

errvis(plpm) = errvis(pk, plpm)
≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj))
≤ �errvis(pipj).
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�$� �� �X% ���	��� P(l, m) c�B�  �� ��� pk  ! �
� ��� ���  � c���� *$� �$�E�
�$�E���  ! �
� ���! )������� � 3��:�� �
�� ��s��  X��� $� <� �� �%: �$�E��� 3���� plpm

3���� @��� ��� =8# �� &�# &��� @��� �6�> U# ���� �� �X
$

)�6�> ��� �� �d��� =8# <� A ��E5e *$� �6�> •

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| ≤ |pkp′′
k |

|pkq| = errvis(pk, pipj)
≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)).

�� ��<  X��� &�-�: )|pkp′′k| ≥ |p′′kp′k| ��� �6�> ��� �� �d��� =8# <� B ��E5e "$� �6�> •
������

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| = |pkp′′
k |+|p′′kp′

k|
|pkq| ≤ �|pkp′′

k |
|pkq|

≤ �errvis(pk, pipj) ≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)),

������ �� ��<  X��� &�-�: )|pkp′′k | < |p′′kp′k| ��� $

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| ≤ �|p′′
k p′

k|
|pkq| ≤ �|p′′

k p′
k|

|p′′
k

q|
≤ �errvis(p′k, pipj) ≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)).

3�
� ���5�� �6 �6�> $� �� �� )��������

� � � ! �� � � 6� > � �� �� �d��� = 8 # <� C � � E 5e "� 
 � 6� > •
)P�������� 3|pkp′′k| = x|pkq| = x(|pkp′k| + |p′kq|)

max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)) ≥ errvis(p′k, pipj)
= |pkp′

k|+|pkp′′
k |

|pkp′′
k
|+|pkq| = |pkp′

k|+x(|pkp′
k|+|p′

kq|)
x|pkq|+|pkq|

= (x+�)|pkp′
k|+x|p′

kq|
(x+�)|pkq|

= errvis(pk, plpm) + x|p′
kq|

(x+�)|pkq|
≥ errvis(pk, plpm).

3�
� "�
 �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� D ��E5e "��4� �6�> •

3�
� "$� �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� E ��E5e �'�� �6�> •

3�
� *$� �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� F ��E5e ��# �6�> •

����
 � )���L�� 3errvis(plpm) ≤ �errvis(pipj)  ! �����@��� Ps�>  �� �� )��������
� 3�
�  	E� �'�� $ "$� Ps�> �� di �����8� F��[e ���B� ���  ! ��� @��� @�����
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���� )errdvis(pipj) )q �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% @�< ���Z� ����  �$� 7� *�>
���! errdvis(pipj) ����B�  �
�9� ���� )�� �6 S�+ 3���!��  O��� ����0 �	���-6� �� &��Y	
�
3�
� {Z�� do(q, pipj) ���B� 3���� ���Z� �� wU (i, j) $ wL(i, j) )do(q, pipj) ���B�  ! �
�
$ ���8�hxy �����E� �$� 2�$�V$�� ��X%  �
�9� ����  L�: ������ �� wU $ wL ����B�

3���<�� ���Z� xpy Yu $ Agarwal ^
�� &�#  O��� a$� V�
��� )����! @���  #��] ��X%

� �E�0 !� !
��& �!�G�@ ��.6 ��/� !$ ��� ���& (�+ ε) D��/� D��+ �� !�&� 2� E KR OA
!�&� 3� �@�B� !?@�4 1�0��� 3�J>� �!./0 �E�0 2� ��� ���� �*�+�", � ��)��� �� ���

1��= �� 7���( O(k log �

ε ) �"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & �� O(k� + k√
ε
)

P(n) = 〈p	, p�, . . . , pn〉 ��E� ���� �/(� �<�
&��
 Q = 〈q	, q�, . . . , qk+�〉 ���! ��� EG��H�
����<�
&��
 �� �
� �8�� )� ≤ i < j ≤ k + � ���� qiqj �����@��� ��� <� 7� �� 3�
�
�����	�  ! ��� ���� 3���� ���Z� �� errdvis(pipj) ���B� �����	� ����  '�	� �� $ ���# ���\ &���:
��  ! ���!�� ����4-�  	E�  0��'� 7� qiqk+� ��@��� �� ���� )���� ���Z� �� ���X% ���
c����  	E�  0��'� �	#�� �� 3���� ���Z� �� wL(i, k + �) $ wU (i, k + �) �����	� @: <� &��Y	
�
 XB� $� ���  /���  ! ���:�� �
�� qiqk+� �� ���0 �41 �� ���4	��  XB� $� )qiqk+� ��@���  �

3��	E� �+ ε F��B� F��[ �� wL(i, k + �) $ wU (i, k + �) ����Z� ���B� �� ����� qiqk+� <�
���� $ �
� O( �√

ε
) 7� �� &<����  ! ���!�� ����4-�  	E�  0��'� O(k)���(� ) '�	���

��  ! �#$� @���  � �� 	E�  0��'� ��� 3���#�� &��Y	
� errdvis(pipk+�) ��X% ���Z�
3���#�� "�-�4� $ ����4-� �
� &��: �� �6

��� �  T ��> O(k�) $  	E�  0��'� O(k) ����4- � ��� �  T ��> O( k√
ε
) )t��'� ��

 �  �$� ��� ��	%�
&��� �<�
"�-�4� 3�
� <��� ���� &�B6�� ��@��� O(k�)  � c���� ��X% ����4-�
O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< ��  ! �
� ��1�� ��� 	E�  0��'�  � ���1  XB� @�$�� ���(�
� 3O(k log �

ε ) �� �
� �����  �$� ��� <��� ���� @��< =! ) '�	� �� 3��#�� "�'��
)������1 �6�> �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� $ s�� ����6 <� =��> ?��	� F�!�� ��
�� /��� ��X% ���(� V�
� �� �� XB� �\�� 7� ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� �� ��<  '�	�

3�
� ���5�� �\��  �  	E��$

���*� :�� �� V (q) ��� ��������d�k 2� ���;�0 ��� ������� 	
����� 2� E IQ ��74
� � �� ���� Opt(k) !� ���0 )< �
���� D��+ !$ ��� ���& �E�0 !� !
��& �!�G�@ ��.6
�"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & �� O(k� + k√

ε
) 	
����� 3� ���0 ���� !?@�4 1(�+ ε)

1��=�� 7���( O(k log �

ε )
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	EL���K �V��  �/ ��� .!�/ 	�%B��6  ��1���  &�
���
 ;-P-Y

�
��� � =C� �� @: �<�
&��
 ���(� $ �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
  6�E�
���Z� ���� �������� $ �
� ���8� ��E� ��� �<�
&��
 ���� &�#  O��� �<�
&��
 ���(� 3�#
 O��� ������1 �<�
&��
 ����0 �	���-6� ) '�	��� 3����  O��� ���! �� �$� @: ��@��� �� ��X%

3����� ��8� ����E� <� t�� ��� �<�
&��
 ���� �������� �� &�#

�!�G�@ ��.6 ���*� :���� �SV (qr) �qr �.6���( �E�0 ��� ��� ���� �*�+�", E KF OA
1�� �"L�d� ��E�0 !� !
��&

 ! �� 	E� SV (qr) = 〈p�, p�, . . . , pn〉 <�  XB � ��4� pm $ pl )pj )pi c�B � � � � ! ��� EG��H�
errsvis(plpm) ≤ �.errsvis(pipj)  X��� �	�([$ ���� ����  ! ���� @��� ���� 3i ≤ l < m ≤ j

3�
� ���5��
������5�� ��< ^��$� )errsvis ��X% ���(� R��(� S�+

errsvis(plpm) = max(errvis(q)(plpm), errvis(r)(plpm)),
errsvis(pipj) = max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)).

r $ q �� XB� ����\�� <� ��� =��5 �(/[��� )SV (qr)  ! ���! ��C� �������� ���L��
������5�� ��<X��$� )�� �6 S�+ )P��� ����� 3�
� d�<�'�  ����(/[��� ��� ���� ����e

errvis(q)(plpm) ≤ �errvis(q)(pipj),
errvis(r)(plpm) ≤ �errvis(r)(pipj).

��
� �6 �	
�� ����  ! ��:�� �
�� ��<  '�	� )�� X��� ��� F�!�� ��

errsvis(plpm) ≤ �max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) = �errsvis(pipj).

�

�.6���( �E�0 ��� ���� �*�+�", �������� ��� (�+ ε) D��/� D��+ �� !�&� 2� E KI OA
�� O(k� + k√

ε
) )< �@�B� !?@�4 !$ ��� ���& �E�0 !� !
��& �!�G�@ ��.6 ���*� :����

1��=�� 7���( O(k log �

ε ) �"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� &

$ errvis(q)(pipj) � � � Z � ��� � (� + ε) F �� B � F �� [ � �  �$� 7 � )�
 � 6 S � + EG� � H�
������B� ��� F����  � err∗vis(r)(pipj) $ err∗vis(q)(pipj) ���! ��� 3���� ��1$ errvis(r)(pipj)
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������ ��1$ ��< ^��$� )P�������� 3��	E� errvis(r)(pipj) $ errvis(q)(pipj) ���� ����B�

errvis(q)(pipj) ≤ err∗vis(q)(pipj) ≤ (�+ ε)errvis(q)(pipj),
errvis(r)(pipj) ≤ err∗vis(r)(pipj) ≤ (�+ ε)errvis(r)(pipj).

� � �� B � ��� B � @�� � 0  � �� err∗svis(pipj) = max(err∗vis(q)(pipj), err∗vis(r)(pipj)) ��� B �
������5�� @: ���� �� ��< ^��$�  ! ������� errsvis(pipj)

errsvis(pipj) = max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) ≤ err∗svis(pipj),
err∗svis(pipj) ≤ (�+ ε)max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) = (�+ ε)errsvis(pipj).

errsvis(pipj) ���� (� + ε) F��B� F��[ �� ����B� ���B� 7� err∗svis(pipj) ) '�	 � ��
�� T��> ����L�� �� ����� �X% ���Z�  �$� ��� ����< $ �� T��> ����L��  ! �
� �4��� 3�
�
� 3�
� &�# @��� �
 �6 ��  ! �
� �� XB� �\�� ���� &�#  O���  �$� ����< $
 '�	� )������1 �6�> �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� $ s�� �6 $� <� =��> ?��	� F�!�� ��

3�
� ���5�� �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� �� ��<

:��� � SV (qr) ��� ��������d�k 2� ���;�0 �� � ���� ��� 	
����� 2� E JR ��74
�� ���� Opt(k) !� ���0 )< �
���� D��+ !$ ��� ���& �E�0 !� !
��& �!�G�@ ��.6 ���*�
�"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & �� O(k� + k√

ε
) 	
����� 3� ���0 ���� !?@�4 1(�+ ε) ��

1��=�� 7���( O(k log �

ε )

��	+�>	�� ?LB

�	��5� F��[ �����  ! �#  O��� ��E� �<�
&��
 ������1 �	���-6� 7� �EZ� )=C� ��� ��
�����E� )2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� �� ���8�hxy $ ;�9� �����E� ���� O(�)

��� =��5 �(/[��� $ �� XB� ��� =��5 �(/[��� $  #��]  /��� ��X% ���(� V�
� �� &��Z6�
3�
� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
��� �X%&��� �\�� ��5

���C�  T��> )����-� ���I �� d�<�
&��
 c�B� ���(�e k  L���� )&�#  O��� �	���-6� ��
3�
� O(�) ��$�$  XB� �� ���� $ �X% ��$�$ �����1 =! ���� @: a<���� @��< $ O(�) @:

)&�#  O��� �	 ���-6� �� ����&��! &��Y 	
� M�� � � ������� &��� <� )&�#  O��� �	 ���-6� ��
k �� �<�
&��
  ��4� �	���-6� �� @: �����!  E��B� �6$ ��#�� "�'�� ����� V�� �k �� �<�
&��


3������ P��� ����� V��
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�����E� ����  ! ����� @��� �� 3���� "�'�� M���� ������� @$�� �� M���� ������� �	�! ���B�
�	���-6� ��������� M���� ������� @$�� $ 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� �� $ ����0
�� ��	���-6� ��	E���	� �� M���� ������� �� �	> �6$ )��#��  	#�� O(�) �	��5� F��[ �� ������1
 '�	� ���  /��� 7� )�������� 3���!  O��� ���X% ���(� $ ��E� ���� ���� O(�) �	��5� F��[

3�
� �	��� �
��� $  (6�X� ���<��� @: M��  ! ���� ��1$ &��: �
�� �Y�� $ ��r�
���� <�� � ����  T��> O(k�) )=C� ��� �� &��: �
�� ?��	 �  � c���� �-��  ��1 7�
 � 3��
� ?��	� ���  � ��	�!  T��> �� @��	� �
� �8��  ! �
� �X% ������(� $ ����E� �%��
��'� ����4-�  � <���  ! ��! "�_�� �� �� �� ��-� ��  	E� ��� 0��'� @��	� ��� )*�r� @���0

3��� U��! O(k)  � �� <��� ����  T��> @����� &�-�: )�#��� �4�:
���  	�6�  ! ��� ���(� �� ��s�� ��(��  � @����� �� &�#  O��� ����0 �	���-6� )���L��

3�#�� ����% ��I�� �� ���C�  T��> $ @��< $ F��B� F��[ �$� ���(�
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� ��� ��
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H�9	� �X%&��� �\�� 7� <� ��� =��5 ��K� ����4-� ���� )���L�� 3�
� &�#  O��� �	���-6�
�� ��(� 
 ��K� �� ���  �
�9� ���� 3�
� &�#  O��� �	���-6� 7� &��
 �(/[��� 7� �� M5�$
@����� @: 7�!  �  ! �
� &�#  O��� )���� ��% �� �� ^�9� ������ P�0D+�  ! ���	%�
&���

3��!  �
�9� �� �\�� 7� ���
��  ! &��� �r>��� <� �-�� �8� )��&��
 ����4-� ���� ��� =��5  �>�� <�� �<�
&��
  6�E�
�����	���-6� ������1 �� $ ���0 �6�> �� @: => ���� $ �
� &�#  	%���� @:  �  6�
� ���

3�
� &�#  O���

"��O &��' P���� �L�C

c���� ?��	� 3���#�� ��EB� ��� �<�
&��
 $ ��� ����4-�h �
�9� &<�> $�  � &��: �
�� ?��	�
)xfkm) fkk) fjoy  ����(/[��� ��� ���� �� �� XB� �\�� 7� ��� ���(� =��# *$� &<�>  �
����4-� )xfkn) fkg) fjpy  ����(/[��� ��� ���� �� H�9	� �� XB� �\�� 7� ��� ����4-�
xfgfy ��(� 
 ��K� �� ��� $ xpky &��
 ����(/[��� �� H�9	� �X%&��� �\� � 7� ���

3��	E�

fmf



fmi �(�%�?��/ �D ���

)xfkj) fkfy ���  �  	E��$ ��X% ���(� ���(� =��# �<�
&��
 &<�> �� &��: �
�� ?��	�
*� � �� �<� 
&�� 
 $ xfkl) fkiy ��� � �� 1 � 6� > �� � �� = �� 5 � ( / [� � � �<� 
&�� 


3��	E� xj) i) fy ������1

��' ()�*�  "�2�O ���0� Y� %L�C

�� �/�� ��! &<�> �� �6$ )���&�#  1��� �4�: �� P�(6�X� $ ���
��� ��  ! �/O�E� )UZ� ��� ��
�
�� �6��5 =��5 ?��	� �4�: => ���� �� ��� 	��-� ���5 S�5� �
��� ����  '�	� �� $ ��� 	#��� ���5
w�X� ��	E� "�'�� =��5  ���� ��  ! �B�B9� �����! @���0  � =O�E� ��� 3���#�� @��� )�
� &�����

3���# "�'�� ��	!� �	> $ �#�� �
��#��! )�
��#��! ���&�$�� @���0  � �������� $ ���#��

��3:"/; G�4U�

��5 �� ��% F���� 7� ��  9Y� �� �(/[��� ����(� U�����  6�E� <� ���% �6�>  6�E� ���
�� =O�E� <�  ��� ��� �� 3�
� &�# => $ w�X� xjpy ��  ! �
� &�# U����� ��E� ����&���!
3��	E� ��1�� ���a$�  � ��E� ��	4� ���a$� *����  � ^%&���  � ���(/[��� @��! �$�9�
 6�E� ��� ���� �X% a$� 7� �
� &�# =��>  6�E� ��� �� c����� �� @��!��  ! �� '�	� ���	4�
*�> ��� �� 3��8� MX5 �� ��-�� ^%&��� ��^%&��� ���  � c���� c�X% ���	��  ! �
� �	6�> ��

3�
� <�� �/! �6�> ��  6�E� ���

V�-��� ��7� �� "�

V�8(�� ��K> �� ��� ��/��5 �
��� )���� ���5  1�� ���� �C	Z� P���  �  ! ��-��  6�E�
�� 3�
�  />�� k �� V�8(�� �� $ �1�� �� �X% V�8(�� =��#  ���< ��� �� ��1�� ?��	� 3���
*��	>� )��	E�  ��4���_ ���(	� Ps�> ���� $ H���  6�E� ��� ���� �/(� ?��	�  !���  �  1��

3�
� ���< )��! =>  ���< ��� �� �� ���% =O�E� @��	�  8���

�0�W*� "�

����  6�E� ��� 3�
� ��  � ��E� �# $� ��� ��([$ {�Z�� )���  �
�9� �� ^����  6�E� 7�
 
 �6�> �� �� $ �/! �6�>��  6�E� ��� => )�6$ 3xfgiy �
� &�# => $ �
��� ^%&��� $�

3�
� <�� <��� ��(�



fmj �(�%�?��/ �D ���

���#� "� (�3��4 	��)

 O��� 3��!�� �$�9� �(5�$ ��������! �� �� @: <� &��Y	
�  ! �
� O(n�) ��� ��/��5 2��� &<����
=��5 �(/[��� ����4-�  6�E� => $ ��� ��/��5 2��� ����B� ����4-� $ �%�
 ���� �#$�

3��� ����% ������! $ ���#<�� �� '�	� H�9	� ����6�> �� ���

��.2��� �8�� "� ���"=>�

��� => �6$ xpky �
� &�# => )��!�� �!�> &��
 �(/[��� 7� ��  ! ��\�� ����  6�E� ���
3�
� <��  6�E� 7�  ����(/[��� ��� ���� ����  6�E�

?�4� "� 9��4 ��3:"/; 2"� O�X��

����  ���� �41 $� <� @����� �� xfkgy S�5� ��� =��5 �(/[��� ���� �� &��: �
��  '�	�

�� a$� ��� �����! @��� �������  ! �-�� ��4#$� �� @:  E��B� $ a$� ��� �<�
&���� •
3��� @��� �-�� ���a$�  � ��E�

3TIN $ ��(� �.� �6�>  � a$� ��� ���(� •

����2��� ��1O5��>A� O�X��

��
�  (
�� =��5 ��< �����  /�1 <� �41 ��� <� �� ��E� �<�
&��
  6�E�

�6�> ��  6�E� ���  � c���� ����	���-6� �� @:  E��B� $ xfy &�#  O��� �	���-6� �<�
&���� •
3������1��_

32�$�V$�� ��X% ���(� �� &��Z6� �����E� ����  6�E� ��� => ���� aD� •

3�	���-6� ��� @���  ��4� P��I� �� �	���-6� �	��5� F��[ ���4� ���� aD� •

3xjly �>�E�  /�1 <� �-�� ������(� ���� �<�
&��
  6�E� => •

�"���� ��70 �� "� (�3��4 �� �/5�� ���0�

�$� ��� ��/��5 �� ��	�� <���� ���� ���5  �6$� �
��� ���� &�$�� ��� ��  ! �/O�E� <� �-�� �8�
w�X
 ���� 3xfjo) iky �
� &�# => M��� �� $ &��
 ����(/[��� ����  6�E� ��� 3�
� TIN



fmk �(�%�?��/ �D ���

�6�> 3xmo) if) my �
� &�# �
��� �6�> $� ����  6�E� ��� TIN ���� ��  /�1 <� ��(�  

�%�
 ���� �#$� ���L�� 3�
� ���4��� �� ��� <���� "$� �6�> $ �K�  �� <����  � c���� *$�
����4-� $ ���( � �� �4 �: �� �>� � ���(� �	��� �T� �� @$��  ! �
� &�#  O��� <���� t�� ���
�X
 �$� �� ��� ��/��5 �� ��	�� <����  � c���� ��� �>�� �����%�� ) 6�E� ��� �� 3xliy ��!��
���� ������� 2�� ���  6�E� ��� �� 3�
� &���  O��� @: ���� �#$� @��!��  ! ���! ���(� TIN

��#�� �T�

3TIN �X
 �$� R/	Z� ��� �� ��� �>�� ���(� ���(� •

��  � c���� ��� ����4-� $ �� �>�� ���  �
�9� ���� F
��� ��	%�
&��� $ �	���-6�  O��� •
3�4�: <� 7�

3TIN �$� &��Z6�  XB� 7� ��� �
��� •

3TIN �$� &��Z6�  XB� 7� ��� ���(� ���� ��� ��/��5 �� ��	�� <���� <� &��Y	
� •

3TIN �$� H�9	� �\�� 7�  � c���� ��� �<�
"�-�4� $ ���(� •

3�
� &�# R��(� xony ��  L�:  /�1 <� ��% ���TIN �$�  6�E� ��� �
��� •

��Y� ���2���'

 XB� 7� @��	 �  ! �
� ���1 �� ����  XB� 7� <� ��E� ���	����! ���(�  6�E� ��� <� 2��
P��C� &��
 �(/[��� ���� ��  6�E� ��� 3��� M��� �� �(/[��� 7� �� �� &��Z6� ��1$V��
�T�  � 3�
� &���  O��� @: ���� �/> &�� <��� M����� �(/[��� ���� �� �6$ )xpmy &�# =>  ��4�
&�#  O��� xmfy Hershberger $ Guibas ^
��  ! ���# �0�
 "��  � ���	%�
&���  ! �
���
3�
� ��S�5� �
��� $  (6�X� ���<��� *�> ��  �  ! �#��  6�E� ��� => ���� &��Y	
� =��5 )�
�

�"���� � ��� ��1%��� �� "� 9��4 ��3:"/; ������

���  (6�X� 3��#�� H�9	� �� @: �� ��1�� M���� $ ^�9� ��% �
� �8�� )��� � XB� ��&$D0
���� &�# "�'�� �����! �	��� )@:��&$D0 3��	E� <�� �/O�E� @: ���� ���! ��	���-6�  O��� $  6�E�
�5� )�������! ��� �� 3�
� ��������� $ 7����� �� @: ��������!  � c���� �(�  
 �� ��� ���(�
S�5� $  ��4� �����	���-6�  O��� 3�
� �����! t�� �� F
��	� ��! ��� "�'�� �0�
 �� $  �
�9�

3�
� ���#<�� ��T� &����� <�  ! �
� ������ <� �-�� �8� =O�E� ��� ����

Hourglass�



fml �(�%�?��/ �D ���

���'�� ��1O5��>A� �Z���

=O�E� �� a<����U�� ���� &��0 ���%�� t�� $� ��� ��/��5 M�	'� $ ��� ��/��5 �� ��	�� <����
��/��5 �� ��	�� <���� �� 3�
� &�#  O��� ���(	� ����	���-6� �4�: V�
���  ! ��	E� ��� ��/��5
��� ��/��5 M�	'� �� �6$ )�
� ����� �1$V�� @��< =��B� �� $ s�� a<����U��  ��� )���
 ! ����=>&�� � O��� ���� S�B9� $  (6�X� 3�
s�� �1$V�� @��< $ ����� a<����U��  ���
a$� $� �� ����� <�  ! ��# ��&��<�� ?��	�  � �'�� ������� )��#�� a$� $� ��� F�!�� �� ��	��

3��#�� �����%��

�!�/@ ��5.��2��� �� 2���5�� �� "� (�3��4 9Z�Y� 9�

)�
� &�# *�(� ��%� ���*�
 ��  ! ����
�9�  
��� =O�E� ���� ���! ���1 ���&<�> <� �8�
P��C� �� ^�9� P����`�  ! �
� ������	%�
&��� 7�!  � ���� ���^�9�  � c���� =O�E� =>

3������� ����1 ��	%�
&��� �� ����	%�
&��� ��� 3���!�� *��0� �����!
��� =>  � c���� ����	���-6� �����! U���� q0�� ����1 �����	%�
&��� <� &��Y	
�
��	%�
&��� �� ��	�� �	���-6�  O��� ���� ����aD� xnmy �� 3��#�� ���� ���^�9� �� =O�E�
����< ��� ��/��5 =O�E� )*�> ��� �� 3�
�  	��� P��� ��� ��/��5 =O�E� => ���� ����1

3���� ��1$ ����1 �����	%�
&��� <� &��Y	
� �� �4�: ����! => @�8��  ! ����� ��1$

"� (�3��4 ������ ���������

�41�� =��5 ?��	�  � �'�� ������� �� �<��� ����	���-6� <� &��Y	
� �� ��� ��/��5 � 6�E� =>
&�B 6� � ��/ �� 5  �  1�� � � $ �
� &��� "�' ��  X ��� ��� �� ��&��0 ����� 6�( � @��!� � 3��#
<� �$�  ���< ��� ��  1�� =��5 ?��	 �  � ����	
� @�8�� )���  �
�9� ����	���-6� �<�
�<���

3�E�� V�	
�



A �����

�#��� A�� �� ��B C�*���� DE���

*�
�� Q�� ���� �� �
� &��
� Q��  � ��< Ps�B� �� �
� &��: �
��  6�
� ��� <�  ! �'��	�
3�
� &�#

��//�6���� PD'� ���� &�# *�
�� �� &�# Q�� Ps�B� dR6�

1) A. Zarei, M. Ghodsi, Query Point Visibility Computation in Polygons with

Holes, Computational Geometry: Theory and Applications, 39 (2008), pp. 78–

90.

2) M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algorithms

for Line Simplification, submitted to Discrete Computational Geometry, to

appear.

3) A. Zarei, M. Ghodsi, A practical approach for planar visibility mantenance,

International Journal for Geometry and Graphics, to appear.

4) A. Zarei, M. Ghodsi, Observer-Dependent Simplification of Planar Visibility

Polygon, submitted to International Journal of Computational Geometry and

Applications, submission date: 5/10/2008.

��//�6���� ���u���Y�! ���� &�# *�
�� �� &�# Q�� Ps�B� d;

5) A. Zarei and M. Ghodsi, Efficient Computation of Query Point Visibility in

Polygons with Holes, 21st Annual ACM Symposium on Computational Geom-

etry(SOCG), June 6-8, 2005, Pisa, Italy.

fmm



fmn ��
�� E	� ,� ��F G�(H��� IJ
�� A �����

6) M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algorithms

for Line Simplification under the Frechet Distance, 23rd European Workshop

on Computational Geometry, pp. 77–80, 2007.

7) M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algo-

rithms for Line Simplification, 23rd ACM Symp. on Computational Geometry

(SoCG), pp.175–183, 2007.

8) A. A. Khosravi, A. Zarei, M. Ghodsi, Efficient Visibility Maintenance of a Mov-

ing Segment Observer inside a Simple Polygon, The 19th Canadian Conference

on Computational Geometry (CCCG’2007), August 20–22, 2007.

9) A. Zarei, M. Ghodsi, On Planar Visibility Polygon Simplification, 24rd Euro-

pean Workshop on Computational Geometry, 2008.

10) A. Zarei, M. Ghodsi, Simplifying Planar Visibility Polygons, to appear, 8th

Annual International Workshop on Computational Geometry and Applications

(CGA’08), published by IEEE-CS, 2008.

11) A. Zarei, M. Ghodsi, Efficient Observer-Dependent Simplification in Polygo-

nal Domains, submitted to 25th Annual ACM Symposium on Computational

Geometry.

��/%�� ���u���Y�! �� &�# Q�� Ps�B� d;

12) A. Zarei and M. Ghodsi, Some Results on Computing the Visibility of a Query

Point inside Polygons with Holes, 10th CSI Computer Conference (CSICC’2005),

Iran Telecommunication Research Center, Tehran Feb 15–17, 2005, pp. 222-

229.

13) A. Zarei, A. A. Khosravi, M. Ghodsi, Maintaining Visibility Polygon of a Mov-

ing Point Observer in Polygons with Holes, 11th CSI Computer Conference

(CSICC’2006), IPM School of Computer Science, Tehran Jan 24–26, 2006.

14) M. NouriBygi, A. Zarei, M. Ghodsi, Optimal Maintenace of 3D Visibility Com-

plex, 11th CSI Computer Conference (CSICC’2006), IPM School of Computer

Science, Tehran, Jan 24–26, 2006.

15) A. Zarei, M. Ghodsi, Exact Visibility Maintenance in Planar Polygonal Scenes

in Practical Applications, 12th CSI Computer Conference (CSICC’2007), Shahid

Beheshti University, Tehran, Feb 20–22, 2007.



B �����

0/��"4� �� 0���
 ����4�F��

Object Reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# �<�
<��
Online . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^%��
Motion Planning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �!�> ��� �����
Viewpoint Planning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���  XB� ��� �����
Tight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  	E�
Ray-Shooting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8������
Convex Hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;�9� a��
Clique Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� #�% U#��
Visibility Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5  �'�
Object Recognition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# {�Z��
Pursuit-Evasion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� $ F�B(�
Occlusion Culling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M���� ���(�
Radial Subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �0�(# 7�8Y�
Separability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �����! 7�8Y�
Divide-and-Conquer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . => $ ��EB�
Hidden Surface Removal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �YZ� w�X
 2,>
Output Sensitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �1$�%  � V�E>
Streaming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������1
Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� =��5 �(/[���
Partial Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �O1 ��� =��5 �(/[���
Weak Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R�([ ��� =��5 �(/[���
Strong Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��5 ��� =��5 �(/[���

fmp



fmo $#���/� � $��
� ���
/�K�� B �����

Self-Localization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����@�8� ��%
Kinetic Data Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����1 �����	%�
&���
Reflex Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
�8(�� V��
Ray-Tracing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (#� ������
Amortized Time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8#�
 @��<
Line Simplification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��E� �<�
&��

Hour-glass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��# �0�

Hard Shadow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . =��!  ��

Compatitive Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �	��5� F��[
Width . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��0
Offline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^%�� ��_
Image-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���C� ��K�
Object-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# ��K�
Cut-Diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �#�� �X5
Maximal Free Segments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ����� ��<: P�(X5
Aspect Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ��1 2���
Visibility Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 2���
Tangent Visibility Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 V��� 2���
Visible Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���  #��
Visibility Complex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 M�	'�
Core-Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  	E�  0��'�
Streaming Input Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������1 ��$�$ *��
Art Gallery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� &<��
Time-Stamp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����< ����4�
Topological Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �8���6����  �B�
Global Illumination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��
��
 �<�������
Soft Shadow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ��
���
Resource Augmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M���� �������
Uniform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �%���8�



C �����

0���
 �� 0/��"4� ����4�F��

Amortized Time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8#�
 @��<
Art Gallery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� &<��
Aspect Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ��1 2���
Clique Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� #�% U#��
Compatitive Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �	��5� F��[
Convex Hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;�9� a��
Core-Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  	E�  0��'�
Cut-Diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �#�� �X5
Divide-and-Conquer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . => $ ��EB�
Global Illumination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��
��
 �<�������
Hard Shadow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . =��!  ��

Hidden Surface Removal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �YZ� w�X
 2,>
Hour-glass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��# �0�

Image-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���C� ��K�
Kinetic Data Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����1 �����	%�
&���
Line Simplification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��E� �<�
&��

Maximal Free Segments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ����� ��<: P�(X5
Motion Planning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �!�> ��� �����
Object Recognition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# {�Z��
Object Reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# �<�
<��
Object-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �# ��K�
Occlusion Culling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M���� ���(�

fng



fnf $��
� � $#���/� ���
/�K�� C �����

Offline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^%�� ��_
Online . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^%��
Output Sensitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �1$�%  � V�E>
Partial Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �O1 ��� =��5 �(/[���
Pursuit-Evasion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� $ F�B(�
Radial Subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �0�(# 7�8Y�
Ray-Shooting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8�� ����
Ray-Tracing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (#� ������
Reflex Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
�8(�� V��
Resource Augmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M���� �������
Self-Localization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����@�8� ��%
Separability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �����! 7�8Y�
Soft Shadow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ��
���
Streaming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������1
Streaming Input Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ������1 ��$�$ *��
Strong Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��5 ��� =��5 �(/[���
Tangent Visibility Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 V��� 2���
Tight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  	E�
Time-Stamp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ����< ����4�
Topological Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �8���6����  �B�
Uniform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �%���8�
Viewpoint Planning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���  XB� ��� �����
Visible Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���  #��
Visibility Complex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 M�	'�
Visibility Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5  �'�
Visibility Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� ��/��5 2���
Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� =��5 �(/[���
Weak Visibility Polygon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R�([ ��� =��5 �(/[���
Width . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��0



��������

[1] M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algo-

rithms for Line Simplification, 23rd ACM Symp. on Computational Geometry

(SoCG), pp.175–183, 2007.

[2] M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algorithms

for Line Simplification, Discrete Computational Geometry, to appear.

[3] M. A. Abam, M. de Berg, P. Hachenberger, and A. Zarei, Streaming Algorithms

for Line Simplification under the Frechet Distance, 23rd European Workshop

on Computational Geometry, pp. 77–80, 2007.

[4] A. L. Abbott, N. Ahuja, P.K. Allen, J. Aloimonos, M. Asada, R. Bajcsy, D.H.

Ballard, B. Bederson, R. M. Bolle, P. Bonasso, C. M. Brown, P. J. Burt, D.

Chapman, J. J. Clark, J. H. Connell, P. R. Cooper, J. D. Crisman, J. L.

Crowley, M. J. Daily, J.O. Eklundh, F. P. Firby, M. Herman, P. Kahn, E.

Krotkov, N. da Vitoria Lobo, H. Moraff, R. C. Nelson, H. K. Nishihara, T.

J. Olson, D. Raviv, G. Sandini, and E. L. Schwartz, Promising directions in

active vision, International Journal on Computer Vision, 1992.

[5] P.K. Agarwal, S. Har-Peled, N.H. Mustafa and Y. Wang, Near-linear time

approximation algorithms for curve simplification, Algorithmica, 42:203–219,

2005.

[6] P. K. Agarwal and M. Sharir. On the number of views of polyhedral terrains,

In Proc. 5th Canad. Conf. Comput. Geom., pages 55-60, 1993.

[7] P.K. Agarwal and K. R. Varadarajan, Efficient algorithms for approximating

polygonal chains, Discrete and Compututationl Geometry 23(2):273–291, 2000.

fni



fnj  ���;�	!

[8] P.K. Agarwal and H. Yu, A Space-Optimal Data-Stream Algorithm for Core-

sets in the Plane, Proc. 23th ACM Symposium on Computational Geometry

(SOCG), pages 1–10, 2007.

[9] H. Alt and M. Godau, Computing the  #��]distance between two polygonal

curves, International Journal on Computational Geometry and Applications

5:75–91 1995.

[10] Arthur Appel, Some techniques for shading machine renderings of solids, In

AFIPS 1968 Spring Joint Computer Conf., volume 32, pages 37-45, 1968.

[11] B. Aronov, L Guibas, M Teichmann and L. Zhang, Visibility Queries and

Maintenance in Simple Polygons, Discrete and Computational Geometry 27(4),

2002, pp. 461-483.

[12] J. Arvo and D. Kirk, A survey of ray tracing acceleration techniques, In Andrew

S. Glassner, editor, An introduction to ray tracing, pages 201–262. Academic

Press, 1989.

[13] T. Asano, Efficient Algorithms for Finding the Visibility Polygons for a Polyg-

onal Region with Holes, Manuscript, Department of Electrical Engineering and

Computer Science, University of California at Berkeley, 1984.

[14] T. Asano, T. Asano, L. Guibas, J. Hershberger, H. Imai, Visibility of disjoint

polygons, Algorithmica, 1 (1986), pp. 49-63.

[15] T. Asano, T. Asano, L. Guibas, J. Hershberger, and H. Imai, Visibility Polygon

Search and Euclidean Shortest Paths, Proc. 26th FOCS, 1985, pp. 155-164.

[16] I. Ashdown, Radiosity: A Programmers Perspective, John Wiley & Sons, New

York, NY, 1994.

[17] D. H. Ballard and C. M. Brown, Computer Vision, Prentice Hall, Englewood

Cliffs, 2 edition, 1982.

[18] M. Baxandall, Shadows and enlightenment, Yale University Press, London, UK,

1995. (Ombres et Lumi‘eres, Gallimard).

[19] J. L. Bentley and Th. Ottmann, Algorithms for Reporting and Counting Geo-

metric Intersections, IEEE Transactions on Computers, 28, pp. 643-647, 1979.



fnk  ���;�	!

[20] M. de Berg, Ray shooting, depth orders and hidden surface removal, In Lecture

Notes in Computer Science, volume 703. Springer Verlag, New York, 1993.

[21] M. de Berg, D. Halperin, M. Overmars and M. van Kreveld, Sparse arrange-

ments and the number of views of polyhedral scenes, Internat. J. Comput.

Geom. Appl. 7 (3) (1997) 175-195.

[22] Mark de Berg, Marc van Kreveld, Mark Overmars, and Otfried Schwarzkopf,

Computational Geometry: Algorithms and Applications, Springer-Verlag, 1997.

[23] J. D. Boissonnat and M. Yvinec, Algorithmic geometry, Cambridge University

Press, 1998.

[24] P. Bose, A. Lubiw and J. I. Munro, Efficient Visibility Queries in Simple Poly-

gons, Computational Geometry: Theory and Applications, 23(3), pp. 313-335,

2002.

[25] M. Quinn Brewster, Thermal Radiative Transfer & Properties, John Wiley &

Sons, New York, 1992.

[26] G. S. Brodal and R. Jacob, Dynamic Planar Convex Hull, Proc. 43rd Annual

Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS), pages 617–626, 2002

[27] L. Buzer, Optimal Simplification of Polygonal Chain for Rendering, 23rd ACM

Symp. on Computational Geometry (SoCG), pages 168–174, 2007.

[28] W. S. Chan and F. Chin, Approximation of polygonal curves with minimum

number of line segments, Proc. 3rd Annual International Symposium on Algo-

rithms and Computing (ISAAC), LNCS 650, pages 378–387, 1992.

[29] B. Chazelle. A theorem on polygon cutting with applications, In Proc. 23rd

Annu. IEEE Sympos. Found. Comput. Sci., pages 339-349, 1982.

[30] B. Chazelle, The computational geometry impact task force report: An executive

summary, Lecture Notes in Computer Science, 1148:59-??, 1996.

[31] B. Chazelle and L. Guibas, Visibility and Intersection Problems in Plane Ge-

ometry, In Proc. 1th Annu. ACM Sympos. Comput. Geom., 1985, pp. 135-156.

[32] J. H. Clark, Hierarchical geometric models for visible surface algorithms, Com-

munications of the ACM, 19(10):547-554, October 1976.



fnl  ���;�	!

[33] M. F. Cohen and J. R. Wallace, Radiosity and Realistic Image Synthesis, Aca-

demic Press Professional, Boston, MA, 1993.

[34] B. I. L. Dalenback, Room acoustic predictiom based on a unified treatment of

diffuse and specular reflection, Journal of the Acoustical Society of America,

100(2):899-909, August 1996.

[35] S. Daneshpajouh, A. Zarei, M. Ghodsi, On Realistic Line Simplification under

Area Measure, submitted to ISAAC 2008.

[36] S. Dorward, A survey of object-space hidden surface removal, International

Journal of Computational Geometry and Applications, 4(3):325-362, 1994.

[37] D. H. Douglas and T. K. Peucker, Algorithms for the reduction of the num-

ber of points required to represent a digitized line or its caricature, Canadian

Cartographer 10:112–122, 1973.

[38] M. Dror, A. Efrat, A. Lubiw, and JSB Mitchell, Touring a sequence of polygons,

In Proc. 35th STOC, pp. 473–482, 2003.

[39] M. Drumheller, Mobile robot localization using sonar, IEEE Trans. Pattern

Analysis and Machine Intelligence, PAMI-9(2):325-332, 1987. See also: S. B.

Thesis, Dept. of Mechanical Engineering, MIT, 1984 and MIT AI Lab Memo

BZ6, Mobile Robot Localization Osing Sonar.

[40] F. Durand, 3D Visibility: Analytical Study and Applications, PhD thesis, Uni-

versity of Joseph Fourier, 1997.

[41] F. Durand, G. Drettakis, and C. Puech, The 3D visibility complex. ACM Trans-

action on Graphics, 21:2 (2002). pp. 176-206.

[42] H. Edelsbrunner, Algorithms in Combinatorial Geometry, Springer Verlag,

1987.

[43] H. Edelsbrunner, and L. Guibas, Topologically sweeping in an arrangement, in

Proceedings of the 18th Annual Symposium on Theory of Computing (1986),

pp. 389-403.

[44] D. Eu and G.T. Toussaint, On approximation polygonal cures in two and three

dimensions, CVGIP: Graphical Model and Image Processing, 56(3):231-246,

1994.



fnm  ���;�	!

[45] O. Faugeras, Three-dimensional computer vision, MIT Press, Cambridge, MA,

1993.

[46] T. Feder and R. Motwani, Clique partitions, graph compression, and speeding

up algoithms, In Proc. 27th Annual ACM Symposium on Theory of Computing,

pages 123-133, 1991.

[47] J. D. Foley, A. van Dam, S. K. Feiner, and J. F. Hughes, Computer Graphics:

Principles and Practice, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, MA, 2nd

edition, 1990. T 385.C587.

[48] Thomas Funkhouser, Ingrid Carlbom, Gary Elko, Gopal Pingali, Mohan

Sondhi, and Jim West, A beam tracing approach to acoustic modeling for inter-

active virtual environments, In Michael F. Cohen, editor, Computer graphics:

proceedings: SIGGRAPH 98 Conference proceedings, July 19-24, 1998, Com-

puter Graphics -proceedings- 1998, pages 21-32, New York, NY 10036, USA

and Reading, MA, USA, 1998. ACM Press and Addison-Wesley.

[49] S. Ghali and A. J. Stewart, Incremental update of the visibility map as seen by

a moving viewpoint in two dimensions, In Seventh International Eurographics

Workshop on Computer Animation and Simulation, pp. 1-11, August 1996.

[50] S. K. Ghosh and D. M. Mount, An output sensitive algorithm for comput-

ing visibility graphs, in Proceedings of the 28th Annual IEEE Symposium on

Foundations of Computer Science, Los Angeles, CA (1987), pp. 11-19. 59

[51] S. K. Ghosh and D. M. Mount, An output-sensitive algorithm for computing

visibility graphs, SIAM Journal on Computing, Vol. 20, No. 5 (1991), pp. 888-

910.

[52] Z. Gigus, J. Canny and R. Seidel, Efficiently computing and representing as-

pect graphs of polyhedral objects, IEEE Trans. Pattern Analysis and Machine

Intelligence, vol. 13, no. 6, pp. 542-551, June 1991.

[53] E.El Gindy, An Efficient Algorithm for Computing the Weak Visibility Poly-

gon from an Edge in Simple Polygons, Technical Report, School of Computer

Science, McGill University, Jan 1984.



fnn  ���;�	!

[54] H.El Gindy and D. Avis, A Linear Algorithm for Computing the Visibility

Polygon from a Point, Journal of Algorithms, 2, pp. 186-197, 1981.

[55] Andrew Glassner, An introduction to raytracing, Academic Press, Reading,

MA, 1989.

[56] Andrew S. Glassner. Principles of Digital Image Synthesis. Morgan Kaufmann,

San Francisco, CA, 1995.

[57] M. Godau, A natural metric for curves: Computing the distance for polyg-

onal chains and approximation algorithms, Proc. 8th Annual Symposium on

Theoretical Aspects of Computer Science (STACS), pages 127–136, 1991.

[58] M. T. Goodrich, Efficient piecewise-linear function approximation using the

uniform metric, Discrete and Computational Geometry 14:445–462, 1995.

[59] C. W. Grant, Visibility Algorithms in Image Synthesis, PhD thesis, U. of Cal-

ifornia, Davis, 1992.

[60] C. Guerra, Vision and image processing algorithms, In M. Atallah, editor, CRC

Handbook of Algorithms and Theory of Computation. CRC Press, 1998.

[61] L. J. Guibas and J. Hershberger, Optimal shortest path queries in a simple

polygon, J. Comput. Syst. Sci., 39:126-152, October 1989.

[62] L. Guibas, J. Hershberger, D. Leven, M. Sharir, and R. Tarjan, Linear Time

Algorithms for Visibility and Shortest Path Problems inside Simple Polygons,

Proc. Second Annual ACM Symp. on Computational Geometry, 1986, pp. 1-13.

[63] L.J. Guibas, J.E. Hershberger, J.S.B. Mitchell, and J.S. Snoeyink, Approximat-

ing polygons and subdivisions with minimum link paths, International Journal

of Computatioanl Geometry and Applications 3:383–415, 1993.

[64] L. Guibas, R. Motwani, and P. Raghavan, The Robot Localization Problem in

two Dimensions, SIAM J. of Computing 26, 4, 1997, pp. 1120-1138.

[65] E. Haines, Ray tracing news, http://www.povray.org/rtn/.

[66] S. L. Hakimi and E.F. Schmeichel, Fitting polygonal functions to a set of points

in the plane, CVGIP: Graphical Models Image Processing 53:132–136, 1991.



fnp  ���;�	!

[67] D. Halperin, L.E. Kavraki, and J.C. Latombe, Robot algorithms, In M. Atallah,

editor, CRC Handbook of Algorithms and Theory of Computation. CRC Press,

1998.

[68] Dan Halperin, Lydia Kavraki, and Jean-Claude Latombe, Robotics, In J.E.

Goodman and J. O’Rourke, editors, CRC Handbook of Discrete and Compu-

tational Geometry. CRC Press, 1997.

[69] D. Halperin and M. Sharir, New bounds for lower envelopes in three dimensions,

with applications to visibility in terrains, Proc. 9th ACM Symp. on Computa-

tional Geometry, 1993, pp. 11–18.

[70] P. Heckbert and M. Garland, Multiresolution modelling for fast rendering, Pro-

ceedings of Graphics Interface’94), pages 43-50, 1994.

[71] P. J. Heffernan and J. S. B. Mitchell, An Optimal Algorithm for Computing

Visibility in the Plane, SIAM Journal of Computing, 24(1):184–201, 1995.

[72] John Hershberger, An Optimal Visibility Graph Algorithm for Triangulated

Simple Polygons, Algorithmica, 4(1): 141-155, 1989.

[73] J. Hershberger and J. Snoeyink, An O(n log n) implementation of the Douglas-

Peucker algorithm for line simplification, Proc. 10th ACM Symposium on Com-

putational Geometry (SOCG), pages 383–384, 1994.

[74] J. Hershberger and J. Snoeyink, Cartographic line simplification and polygon

CSG formulae in O(n log∗ n) time, In Proc. 5th International Workshop Algo-

rithms and Data Structures (WADS), LNCS 1272, pages 93–103, 1997.

[75] J. Hershberger and S. Suri. A pedestrain approach to ray shooting: Shoot a ray,

take a walk, J. Algorithms, 18:403-431, 1995.

[76] Olaf H. Holt, Kinetic Visibility, PhD THesis, Stanford University, USA, 2002.

[77] S. Hornus and C. Puech, A Simple Kinetic Visibility Polygon, In Proc. 18th

EWCG’02, pp. 27-30 - 2002.

[78] Seth Hutchinson and Gregory D. Hager, A tutorial on visual servo control,

IEEE Transactions on Robotics and Automation, 12(5):651-670, October 1996.



fno  ���;�	!

[79] H. Imai and M. Iri, An optimal algorithm for approximating a piecewise linear

function, Journal of Information Processing 9(3):159–162, 1986.

[80] H. Imai and M. Iri, Polygonal approximations of a curve-formulations and

algorithms, Computational Morphology, North-Holland, pages 71–86, 1988.

[81] , J. T. Kajiya, The rendering equation, In David C. Evans and Rusell J. Athay,

editors, Computer Graphics (SIGGRAPH 86 Proceedings), volume 20(4), pages

143-150, August 1986.

[82] Kapoor, S. and S. N. Maheshwari, Efficient algorithms for Euclidean shortest

path and visibility problems with polygonal obstacles, in Proceedings of the 4th

Annual ACM Symposium on Computational Geometry, Urbana, IL, (1988),

pp. 172-182.

[83] S. Kapoor and S. N. Maheshwari, Efficiently constructing the visibility graph

of a simple polygon with obstacles, SIAM Journal on Computing, Vol. 30, No.

3 (2000), pp. 847-871.

[84] A. A. Khosravi, A. Zarei, M. Ghodsi, Efficient Visibility Maintenance of a Mov-

ing Segment Observer inside a Simple Polygon, to appear. The 19th Canadian

Conference on Computational Geometry (CCCG’2007), August 20–22, 2007.

[85] D. Kirkpatrick, Optimal Search in Planar Subdivisions, SIAM Journal of Com-

puting, 12, 1, pp. 28-35, 1983.

[86] C. Knauer, G. Rote, Shortest Inspection-Path Queries in Simple Polygons,

Technical Report B-05-05, Institut fur Informatik, Freire Universitat Berlin,

2005.

[87] H. Kutruff, Room Acoustics (3rd edition), Elseiver Applied Science, 1991.

[88] Jean-Claude Latombe, Robot Motion Planning, Kluwer, Dordrecht, The

Netherlands, 1991.

[89] Lee, D. T., Proximity and reachability in the plane, Ph. D. thesis and Tech. Re-

port ACT-12, Coordinated Science Laboratory, University of Illinois at Urbana-

Champaign, Urbana, IL (1978).



fpg  ���;�	!

[90] D.T. Lee, Visibility of a Simple Polygon, Computer vision, Graphics, and Image

Processing 22, 1983, pp. 207-221.

[91] D.T. Lee and F.P. Preparata, Location of a Point in a Planar Subdivision and

its Applications, SIAM Journal of Computing, 6, 3, pp. 594-606, 1977.

[92] M. Lin and D. Manocha, Applied computational geometry, In Encyclopedia on

Computer Science and Technology. Marcel Dekker, 1998.

[93] Lee Markosian, Michael A. Kowalski, Samuel J. Trychin, Lubomir D. Bourdev,

Daniel Goldstein, and John F. Hughes, Real-time nonphotorealistic rendering,

In Turner Whitted, editor, SIGGRAPH 97 Conference Proceedings, Annual

Conference Series, pages 415-420. ACM SIGGRAPH, Addison Wesley, August

1997. ISBN 0-89791-896-7.

[94] Michael McKenna, Worst-case optimal hidden-surface removal, ACMTransac-

tions on Graphics, 6(1):19-28, January 1987.

[95] A. Melkman, On-line construction of the convex hull of a simple polyline, In-

form. Process. Lett., 25:11-12, 1987.

[96] A. Melkman and J. O’Rourke, On polygonal chain approximation, Computa-

tional Morphology, North-Holland, pages 87–95, 1988.

[97] E. Moet, Marc J. van Kreveld and A. F. van der Stappen, On realistic terrains,

ACM Symposium on Computational Geometry pages 177-186, 2006.

[98] S.M. Muthukrishnan, Data Streams: Algorithms and Applications,

http://athos.rutgers.edu/ muthu/stream-1-1.ps, 2003.

[99] Carl Mueller, Architecture of image generators for flight simulators, Technical

Report TR-95-015, UNC Chapel Hill, February 1995.

[100] K. Nechvile and P. Tobola, Local approach to dynamic visibility in the plane, In

Seventh Int. Conf. in Central Europe on Computer Graphics and Visualization,

WSCG ’99, February 1999.

[101] M. NouriBygi, A. Zarei, M. Ghodsi, Optimal Maintenace of 3D Visibility Com-

plex, 11th CSI Computer Conference (CSICC’2006), IPM School of Computer

Science, Tehran, Jan 24–26, 2006.



fpf  ���;�	!

[102] M. NouriBygi, A. Zarei, M. Ghodsi, Weak Visibility of Two Objects in Planar

Polygonal Scenes, 7th Annual International Workshop on Computational Ge-

ometry and Applications (CGA’07), Kuala Lumpur, Malaysia, August 26–29,

2007, LNCS by Springer-Verlag, 2007.
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Efficient Visibility Computation and Simplification in

Different Environments

Abstract

In this thesis, we considered several types of the visibility problem. These problems include

computing the visibility polygon of a point observer inside a polygonal domain, maintaining

visibility polygon of a moving point observer, visibility coherence in space, maintaining visibility

polygon of a moving segment observer and visibility dependent simplification. Furthermore, we

considered these problems in both offline and streaming settings.

These problems arise in different practical areas, such as computer graphics, machine

vision, robotics, motion planning, geographic information systems (GIS) and computational ge-

ometry.

We obtained effective theoretical results as well as superior practical algorithms. Our

results are divided into two categories: visibility computation-maintenance and visibility simplifi-

cation. Our results on the former category include efficient algorithms for computing the visibility

polygon of a query point observer in 2D scenes, maintaining the visibility polygon of moving point

or segment observers in 2D scenes, and a data structure for sketching visibility coherence between

objects in space. For the latter, we proposed observer-dependent simplification criteria and pro-

posed simplification algorithms for simplifying boundary of the visibility polygon of a point or

segment observer in 2D for both streaming and offline input models. Moreover, we obtained a

general streaming algorithm that can be used for classical line simplification problems.

Keywords: Computational geometry, visibility problems, line simplification, streaming algo-

rithms.
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